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Dans ette thèse nous nous intéressons à la dynamique loale autour d'une
sous-variété ompate invariante et à la théorie du nombre de rotation.
1.1 La notion d'ensemble de rotation
La notion de nombre de rotation a été introduite par Henri Poinaré pour
l'étude des homéomorphismes du erle T1 = R/Z préservant l'orientation (et
elle des hamps de veteurs sur le tore), voir [Poi85℄. Soit f un homéomor-
phisme préservant l'orientation du erle et f˜ un homéomorphisme de R qui
relève f . On dénit le nombre de rotation de f˜ omme limite de la suite suivante






Ce nombre est un invariant de onjugaison topologique : deux éléments
onjugués dans le groupe des homéomorphismes du erle qui préservent l'orien-
tation, ont le même nombre de rotation (quitte à bien hoisir les relevés).
La notion de nombre de rotation d'Henri Poinaré peut être généralisée
en dimension supérieure de diérentes manières. De plus le nombre de rota-
tion n'est pas unique en général. On va don obtenir diérents ensembles de
rotation, qu'il faudra omparer. Dans le as du tore T2 = R2/Z2, la notion
d'ensemble de rotation a été introduite par M. Misiurewiz et K. Ziemian (voir
[MZ89℄). Pour un homéomorphisme du tore f isotope à l'identité, l'ensemble de
rotation ρ(f˜) assoié à un relevé f˜ de f est un sous-ensemble de R2. Plusieurs
travaux dérivent la relation entre l'ensemble de rotation et la dynamique de
f . Par exemple si (p1/q, p2/q) est un point rationnel dans l'intérieur de ρ(f˜),
alors il existe un point périodique de période q (voir [Fra88℄). Si ρ(f˜) est d'in-
térieur non-vide, alors l'entropie topologique de f est stritement positive (voir
[LM91℄). Plus réemment, à l'aide des feuilletages transverses à la dynamique
introduits par P. Le Calvez, une desription plus préise de la dynamique de
ertains homéomorphismes du tore a été donnée (voir par exemple [Dav13℄ et
[LT15℄).
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7Dans le adre loal, qui nous intéresse ii, nous allons essayer de répondre
aux questions générales suivantes : étant donné un homéomorphisme F d'une
variété M qui préserve une sous-variété ompate N de odimension 2, quelle
est la dynamique des orbites de F au voisinage de N ? Peut-on dénir une
notion de nombre de rotation pour es orbites ? Existe-il une relation entre
l'ensemble de rotation et la dynamique de l'homéomorphisme F ? Lorsque N
est un point xe, autrement dit lorsque F est un homéomorphisme de surfae
au voisinage d'un point xe, e problème a été onsidéré par Frédéri Le Roux.
Nous allons diviser ette thèse en deux hapitres intitulés l'ensemble de ro-
tation loal autour d'une sous-variété de odimension 2 et l'ensemble de rotation
loal autour d'un point xe est toujours un intervalle .






l'ensemble des homéomorphismes du plan R2 isotopes




est une rotation non linéaire s'il est diérentiable en 0, et si sa diérentielle
en 0 est une rotation d'angle α(f). V. A. Nashul′ (voir [Na82℄) a montré que
l'angle est un invariant de onjugaison topologique.
Théorème 1.1 (V. A. Nashul
′
, [Na82℄). Soient f et g deux rotations non




tel que f = h ◦ g ◦h−1.
Si f préserve l'aire ou est holomorphe, alors α(f) = α(g).
Ce résultat de Nashul
′
, a été généralisé dans plusieurs diretions. Toujours
sur le plan, J.-M. Gambaudo et E. Péou dans [GP95℄ ont donné une preuve
simple du résultat de Nashul
′
, puis ave P. Le Calvez dans [GLP96℄ en ont
donné une généralisation aux homéomorphismes élatables (par exemple pour
les diéomorphismes en 0), 'est-à-dire aux homéomorphismes du plan qui in-
duisent des homéomorphismes du irle T1, vu omme bord du plan troué.
Ainsi, pour un homéomorphisme élatable, on peut lui assoier le nombre de
rotation de l'homéomorphisme induit sur T1, qu'on appelle le nombre de ro-
tation en 0. J.-M. Gambaudo, P. Le Calvez et E. Péou ont montré que si 0
n'est ni  attratif  ni  répulsif  , alors le nombre de rotation en 0 est un
invariant de onjugaison orientée topologique. Plus réemment, F. Le Roux
dans [LeR13℄ a donné une dénition générale d'un ensemble de rotation loal





l'aide de et ensemble, a retrouvé le résultat de J.-M. Gambaudo, P. Le Calvez
et E. Péou.
En dimension supérieure, J.-M. Gambaudo et E. Péou dans [GP95℄ ont
étudié des diéomorphismes de Rn+2 qui possèdent un tore Tn de dimension
n invariant. Ils ont supposé aussi que la dynamique sur le tore Tn est topolo-
giquement onjuguée à une rotation irrationnelle. Ils ont déni un nombre de
rotation qui dérit ave quelles vitesses les points tournent dans le bré nor-
mal du tore, et ont démontré que e nombre est un invariant de onjugaison
8topologique. D'autre part, dans [Pon12℄ M. Pone a onsidéré les appliations
holomorphes F : T1 × D → T1 × C xant T1 × {0} brées au-dessus d'une
rotation irrationnelle du erle T1. Il a aussi déni un nombre de rotation bré
et a démontré qu'il est invariant par onjugaison topologique brée.
Dans la première partie du deuxième hapitre de ette thèse, nous propo-
sons d'introduire une notion d'ensemble de rotation loal des homéomorphismes
d'une variété M qui préservent une sous-variété N de lasse C1 ompate de
odimension 2 dont le bré normal dansM est trivial. A l'aide de et ensemble,
nous déduirons un résultat qui généralise les travaux en dimension supérieure
ités plus haut.
D'autre part, dans [Rue85℄ D. Ruelle a onsidéré des diéomorphismes
d'une surfae dont le bre tangent est trivial (par exemple le tore T2) qui pré-
servent une mesure borélienne de probabilité. Il leur a assoié un nombre réel
qui a été appelé invariant de Ruelle, qui mesure la vitesse asymptotique de ro-
tation de la diérentielle du diéomorphisme. Dans [GG97℄, J.-M. Gambaudo
et E. Ghys ont montré que l'invariant de Ruelle est en fait un invariant de
onjugaison topologique.
Les onstrutions de ette thèse nous permettront de voir et invariant
omme un ensemble de rotation loal au-dessus d'une mesure. A l'aide de
l'invariane par onjugaison orientée de et ensemble de rotation loal, nous
allons retrouver, à la n du deuxième hapitre, le résultat de J.-M. Gambaudo
et E. Ghys.
1.1.2 L'ensemble de rotation loal autour d'un point xe est
toujours un intervalle
Dans le troisième hapitre, on s'intéresse au as où N est un point, 'est-
à-dire aux homéomorphismes du plan isotopes à l'identité qui xent 0.
L'ensemble de rotation loal autour d'un point xe
Depuis les travaux autour du résultat de Nashul
′
ités plus haut, P. Le
Calvez (voir [LeC03℄) puis P. Le Calvez et J.-C. Yooz (voir [LY97℄) ont déni




(à savoir respetivement lorsque 0 est un point  indiérent non dégénéré  et
un  point-selle ). Toutes es situations fournissent des exemples où l'ensemble
de rotation loal est un singleton, d'après la dénition générale donnée par F.
Le Roux dans [LeR13℄. Mais e n'est pas le as en général. Un exemple simple
est la famille des rotations brées. A une fontion ontinue α : (0,+∞) → R
on assoie la rotation brée dénie en oordonnées polaires, par :
fα : (r, θ) 7→ (r, θ + α(r))
Dans e as, l'ensemble de rotation loal autour de 0, qui mesure la vitesse
de rotation asymptotique des orbites voisines de 0, orrespond aux valeurs
9d'adhérene de la fontion α en 0. On obtient ainsi n'importe quel intervalle
fermé de [−∞,+∞], omme ensemble de rotation loal d'une rotation brée.
Nous allons montrer que les ensembles de rotation loaux sont toujours des
intervalles.
Théorème A. L'ensemble de rotation loal autour d'un point xe est toujours
un intervalle.
L'ensemble de rotation dans l'anneau ouvert
La notion d'ensemble de rotation dans l'anneau ouvert A = R × T1 a
été introduite (dans le as onservatif) par J. Franks (voir [Fra96℄ et aussi
[LeR13℄). P. Le Calvez, a donné aussi la dénition d'ensemble de rotation des
points réurrents (voir [LeC01℄). Ces deux ensembles oïnident si le dernier
est non-vide et l'homéomorphisme satisfait la propriété d'intersetion (voir
[Wan14℄). Le deuxième résultat est l'analogue au théorème A pour l'ensemble
de rotation dans l'anneau ouvert.
Théorème B. L'ensemble de rotation dans l'anneau ouvert est toujours un
intervalle.
L'ensemble de rotation dans l'anneau ompat et dans le tore
Dans le as de l'anneau ompat, A = T1× [0, 1], on peut démontrer faile-
ment l'analogue des théorèmes A et B. Soit f un homéomorphisme de l'anneau
ompat isotope à l'identité et f˜ un revelé de f à R× [0, 1]. Pour tout nombre






: z˜ ∈ R× [0, 1]
}
,
où p1 : R× [0, 1]→ R est la projetion sur la première oordonnée. L'ensemble









Comme A est onnexe, haun des ensembles ρn est un sous-ensemble onnexe
de R, 'est don un intervalle. D'autre part, lorsque n′ est un multiple de n,
l'ensemble ρn′ est onstitué de moyennes d'éléments de l'intervalle ρn, on en
déduit que les intervalles ρn sont deux à deux d'intersetion non-vide, et leur
réunion est don un intervalle. Ainsi ρ(f˜) est une intersetion déroissante d'in-
tervalles, 'est don un intervalle.
Dans le as du tore T2 = R2/Z2, M. Misiurewiz et K. Ziemian ont dé-
montré que l'ensemble de rotation (dans le tore) est un sous-ensemble om-
pat et onvexe de R2 (voir [MZ89℄). Cependant, on ne sait pas quels en-
sembles ompats et onvexes de R2 sont réalisés omme ensembles de rotation
10
d'homéomorphismes du tore T2. Dans [Kwa91℄, J. Kwapisz a montré que tout
polygone onvexe dans R2 à sommet dans Q2 est toujours réalisé omme en-
semble de rotation d'un homéomorphisme du tore T2. Dans [FM90℄ J. Franks
et M. Misiurewiz ont onjeturé qu'un segment L ne peut pas être réalisé
omme un ensemble de rotation d'un homéomorphisme du tore dans les as
suivants : (i) L a une pente irrationnelle et possède un point rationnel dans
son intérieur, (ii) L a une pente rationnelle et ne ontient pas de point ration-
nel, et (iii) L a une pente irrationnelle et ne ontient pas de point rationnel.
Réemment, P. Le Calvez et F. Tal ont démontré le as (i) (voir [LT15℄) et A.
Avila a annoné un ontre-exemple pour le as (iii).
Dans le ontexte de ette thèse le problème est plus diile que pour l'an-
neau ompat. En eet si l'on généralise diretement la dénition d'ensemble
de rotation donnée i-dessus, on perd l'invariane par onjugaison topologique.
Pour résoudre e problème, il faut séletionner des orbites en évitant elles
dont les extrémités sont trop prohes de l'origine. Cei rend la dénition un
peu plus ompliquée, et l'argument simple dans l'anneau ompat éhoue pour
montrer la onnexité de l'ensemble de rotation loal.
1.2 Énonés préis des résultats obtenus dans ette
thèse
1.2.1 L'ensemble de rotation loal autour d'une sous-variété
de odimension 2
Considérons un homéomorphisme F d'une variétéM qui préserve une sous-
variété ompate N de odimension 2. On veut dénir une notion d'ensemble
de rotation loal autour de N . Pour ela, nous ferons les hypothèses suivantes.
(H1) Le bré normal de N dans M est trivial.
Choisissons une trivialisation qui identie le bré normal ave N×R2 et qui
identie N ave N×{0} ⊂ N×R2. On obtient une identiation d'un voisinage
tubulaire de N dans M ave un voisinage de N × {0} dans N × R2. Dans la
suite on s'intéressera à des homéomorphismes loaux au voisinage de N . Grâe
à ette identiation, on peut don remplaer la variété M par N ×R2. On ne
distinguera plus les variétés N et N × {0}. On notera P2 : N × R
2 → R2 la
projetion sur la deuxième oordonnée.
(H2) On suppose qu'il existe une homotopie I = (Ht)t∈[0,1] entre P2 et
P2 ◦ F .
Autrement dit, il existe un hemin ontinu t 7→ Ht de [0, 1] dans l'ensemble
des appliations ontinues H dénies sur un voisinage U de N et à valeurs
dans R2 telles que pour tout t ∈ [0, 1], on a H−1t (0) = N (muni de la topologie
uniforme), qui joint H0 = P2 et H1 = P2 ◦ F .
11
L'ensemble de rotation loal autour d'une sous-variété de odimen-
sion 2
Soit π : R× (0,+∞)→ R2 \ {0} le revêtement universel de R2 \ {0} donné
par (θ, r) 7→ re2iπθ. Pour ξ ∈ U \N et un entier n ≥ 1 tels que F i(ξ) est bien
déni pour 0 ≤ i ≤ n, soit γ˜nξ : [0, n]→ R×(0,+∞) un relevé du hemin déni
par :
γnξ (t) = Ht−i(F















où p1 : R× (0,+∞)→ R est la projetion sur la première oordonnée.







{ρn(ξ) : ξ /∈ W, F
n(ξ) /∈ W et ξ, · · · , Fn(ξ) ∈ V}
 ,
où l'adhérene est prise dans R = R ∪ {±∞}. On dénit enn l'ensemble de











Pour omprendre la dynamique loale autour de N , on peut parfois élater
N . Préisons ei. Soient N et N ′ deux variétés ompates et U un voisinage
de N × {0} ⊂ N × R2. Notons φ0 : R
2 \ {0} → T1 × (0,+∞) les oordonnées
polaires usuelles et soit Φ0 : N × R
2 \ {0} → N × T1 × (0,+∞) l'appliation
dénie par Φ0 = idN×φ0. On dénit de façon analogue Φ
′
0 = idN ′×φ0. On dira
qu'une appliation H : U → N ′ × R2 telle que H−1(N ′) = N est élatable si
l'appliation Φ′0◦H ◦Φ
−1
0 s'étend ontinûment en une appliation H¯ dénie sur
un voisinage U de N×T1×{0} dans N×T1×[0,+∞). On dira que l'homotopie
I = (Ht)t∈[0,1] est élatable si pour tout t ∈ [0, 1] l'appliation Ht est élatable
et l'appliation t 7→ H¯t est ontinue. Ainsi, pour un homéomorphisme loal
autour de N qui est élatable, on obtient une dynamique sur N × T1 qui est
brée.
Ensemble de rotation des homéomorphismes brés de N × T1
Soit F¯ un homéomorphisme bré déni globalement sur N×T1, 'est-à-dire
que F¯ s'érit sous la forme F (x, u) = (f(x), hx(u)) sur N×T
1
. Supposons qu'il








dénie par H1(x) = hx.
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Soit π0 : R → T
1
le revêtement universel de T1 donné par θ 7→ e2iπθ.
Pour ξ = (x, u) dans N × T1 et un entier n ≥ 1, on dénit la trajetoire
γnξ : [0, n]→ T
1
jusqu'au temps n pour l'homotopie I¯ par :
γnξ (t) = Ht−i(f
i(x))(hx,i(u)) lorsque 0 ≤ i < n et i ≤ t ≤ i+ 1,
où hx,i = hf i−1(x)◦· · ·◦hx est un homéomorphisme du erle isotope à l'identité.


















ρfn(ξ¯) : ξ¯ ∈ N × T
1
} .
Ainsi, pour une homotopie élatable I, on peut omparer l'ensemble de
rotation loal autour de N de I et l'ensemble de rotation bré de l'homotopie
I¯ induite sur N × T1. Nous allons montrer le résultat suivant.
Théorème 1. Soit F un homéomorphisme loal préservant N et vériant les
hypothèses (H1) et (H2) et I une homotopie entre P2 et P2 ◦F . Supposons que
l'homotopie I est élatable et soit I¯ l'homotopie induite sur N × T1. Alors
ρloc(I) ⊂ ρfib(I¯).
L'inlusion donnée par le théorème préédent est strite en général (par
exemple ρloc(I) peut être vide), mais on trouve l'égalité dans le as partiulier
où ρloc(I) est non-vide ('est le as si F est onservatif) et ρfib(I¯) est un single-
ton ('est le as si F |N est uniquement ergodique). On déduit ainsi le orollaire
suivant, 'est une généralisation des résultats obtenus dans [GP95℄ et [Pon12℄.
Ce théorème donne aussi un invariant topologique pour les homéomorphismes
élatables.
Théorème 1*. Soient F et I omme dans le théorème préédent. Si F |N est
uniquement ergodique et ρloc(I) est non-vide, alors
ρloc(I) = ρfib(I¯).
L'invariant de Ruelle
On onsidère des diéomorphismes f isotopes à l'identité du tore T2 =
R2/Z2 qui préservent une mesure borélienne de probabilité µ. Dans [Rue85℄
D. Ruelle leur a assoié un nombre réel, qui a été appelé invariant de Ruelle,
omme suit. Soit (ft)t∈[0,1] une isotopie entre l'identité et f1 = f parmi les
diéomorphismes de T2, alors (Dft)t∈[0,1] est une isotopie entre l'identité et
Df . Pour x ∈ T2, u ∈ T1 et un entier n ∈ N onsidérons un relevé v˜(f, x, u) :
[0, n]→ R du hemin déni omme :
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lorsque 0 ≤ i < n et i ≤ t ≤ i+ 1.
On dénit
∆n(f, x, u) :=
1
n
(v˜(f, x, u)(n)− v˜(f, x, u)(0)) .
Dans [Rue85℄ D. Ruelle a montré que pour µ-presque tout point x ∈ T2 et
tout u ∈ T1 la suite (∆n(f,x,u)
n
)n∈N onverge quand n tend vers ±∞ vers une
limite ∆f (x) qui ne dépend pas de u. De plus la fontion ∆f (x) : T
2 → R est






On ne onnait pas beauoup de propriétés de e nombre, ni ses relations ave
d'autres invariant dynamiques. Cependant J.-M. Gambaudo et E. Ghys ont
montré que e nombre est un invariant de onjugaison orientée topologique
(voir [GG97℄). A la n du hapitre 2, nous allons retrouver e résultat. On
note Diff10(T
2) (resp. Homeo0(T
2)) le groupe des diéomorphismes de lasse
C1 (resp. des homéomorphismes) du tore isotopes à l'identité.
Théorème 2 (J.-M. Gambaudo et E. Ghys, [GG97℄). Soient f and f ′ deux
éléments de Diff0(T
2) qui préservent respetivement les mesures de probabilité
sans atome µ et µ′ sur T2. Soit φ un homéomorphisme dans Homeo0(T
2) tel
que f ′ ◦ φ = φ ◦ f et φ∗(µ) = µ
′
. Alors les invariants de Ruelle Rµ1(f1) et
Rµ2(f2) sont égaux.
1.2.2 L'ensemble de rotation loal autour d'un point xe est
toujours un intervalle
Nous allons donner les dénitions préises et les stratégies pour la démonstra-
tion du théorème A (elles-i peuvent s'adapter pour démontrer le théorème
B). Soit f un homéomorphisme du plan, isotope à l'identité, xant 0 et I =
(ft)t∈[0,1] une isotopie de l'identité à f . Soit π : R × (0,+∞) → R
2 \ {0} le
revêtement universel de R2 \ {0} et I˜ = (f˜t)t∈[0,1] le relevé de l'isotopie I tel
que f˜0 soit l'identité. On dénit f˜ = f˜1. Pour z ∈ R
2 \ {0} et un entier n ≥ 1,
on dénit la variation moyenne ρn(z) de la oordonnée polaire le long de la









où p1 : R× (0,+∞)→ R est la projetion sur la première oordonnée et z˜ est
un point de π−1(z).
Pour un ensemble ompat K dans R2 \ {0}, on dénit l'ensemble de rota-











où l'adhérene est prise dans R := R ∪ {+∞} ∪ {−∞}.







{ρn(z) : z /∈W,f
n(z) /∈W, et z, · · · , fn(z) ∈ V }
 .










En utilisant les propriétés usuelles de l'ensemble de rotation loal, on peut
réduire la démonstration du théorème 1.1.2 à elle du théorème suivant.




de l'identité à un ho-
méomorphisme f . Supposons que l'ensemble de rotation loal, ρloc(I), ontient
des nombres stritement positifs et stritement négatifs. Alors 0 appartient à
ρloc(I). Plus préisément, pour tout voisinage V de 0, il existe un ensemble K
ompat et invariant par f ontenu dans V \ {0} tel que 0 appartient à ρK(I).
Ce résultat était déjà onnu pour les homéomorphismes qui vérient la pro-
priété d'intersetion loale : toute ourbe de Jordan entourant 0 et ontenue
dans un petit voisinage de 0 privé 0 renontre son image par f . Plus préisé-
ment, F. Le Roux a montré sous ette hypothèse que V ontient un point xe
ontratile z 6= 0, 'est-à-dire un point z xe de f dont la trajetoire t 7→ ft(z)
sous l'isotopie I est un laet ontratile dans R2 \ {0}. Dans e as, on peut
prendre K = {z}.
Lorsque f n'a pas de points xes ontratiles arbitrairement prohes de
0, on peut appliquer le théorème feuilleté équivariant dû à P. Le Calvez (voir
[LeC05℄), et on obtient un feuilletage orienté F déni sur R2 \ {0} qui est
positivement transverse à l'isotopie I. Soit γ une feuille fermée de F . Alors γ
est une ourbe de Jordan, elle est essentielle, i.e. non-ontratile dans R2 \{0},
et elle est libre par f , i.e. f(γ)∩ γ = ∅. Le fait que ρloc(I) ontient des nombres
stritement positifs et stritement négatifs, se traduit par le fait qu'auune
feuille de F n'est issue de 0, ni aboutit à 0. Puisque la transversalité de F et
I est une propriété ouverte, on peut modier le feuilletage F pour obtenir la
situation suivante.
Dans tout voisinage de 0, il existe trois feuilles fermées γ0, γ1 et γ2 de F telles
que :
(i) la ourbe γ1 sépare γ0 de γ2.
(ii) L'ensemble des points dont l'orbite reste entre γ0 et γ1 est non-vide et
son ensemble de rotation est ontenu dans (0,+∞).
(iii) L'ensemble des points dont l'orbite reste entre γ1 et γ2 est non-vide et
son ensemble de rotation est ontenu dans (−∞, 0).
Ainsi, le théorème A∗ est une onséquene du théorème suivant qui est un
des prinipaux et nouveaux résultats de ette thèse.
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Pour un sous-ensemble E de R2 \ {0}, on note Θ(E) l'ensemble maximal inva-
riant (par f ) de E, 'est-à-dire l'ensemble des points de E dont tous les itérés
par f restent dans E. On remarque que R2 \ {0} est homéomorphe à l'anneau
ouvert A, et don que toutes les dénitions préédentes sont valables dans A.
Théorème C. Soit I une isotopie dans Homeo0 (A) entre l'identité et un
homéomorphisme f . Supposons qu'il existe trois ourbes de Jordan γ0, γ1 et γ2
qui sont disjointes, essentielles et libres par f dans l'anneau A, telles que γ1
sépare γ0 et γ2. Pour i ∈ {0, 1} soit Θ(Ai) l'ensemble maximal invariant de Ai
l'anneau fermé délimité par γi et γi+1. Supposons que :
(i) les ensembles Θ(A0) et Θ(A1) sont non-vides ; et
(ii) l'ensemble de rotation ρΘ(A0)(I) est ontenu dans (0,+∞) et ρΘ(A1)(I)
est ontenu dans (−∞, 0).
Soit Θ(A) l'ensemble maximal invariant de l'ensemble A = A0 ∪ A1. Alors 0
appartient à ρΘ(A)(I).
Figure 1.1  Théorème C
Une autre onséquene du théorème C est la suivante.
Théorème D. Soit I une isotopie dans Homeo0 (A) entre l'identité et un
homéomorphisme f . Supposons qu'il existe deux ourbes de Jordan γ+ et γ−
qui sont disjointes, essentielles et libres par f . Soit Θ(A) l'ensemble maximal
invariant de A l'anneau fermé délimité par γ− et γ+. Alors ρΘ(A)(I) est un
intervalle.
Chapitre 2
L'ensemble de rotation autour
d'une sous-variété de
odimension 2
Dans e hapitre, on s'intéresse au problème suivant : étant donné un
homéomorphisme F d'une variété M qui préserve une sous-variété ompate
et onnexe N de odimension 2, quelle est la dynamique des orbites de F au
voisinage de N ? Peut-on dénir une notion de nombre de rotation pour ettes
orbites ? Nous allons voir qu'on peut généraliser la dénition donnée par Fré-
déri Le Roux dans le as où l'homéomorphisme F préserve une sous-variété
ompate et onnexe N de odimension 2 dont le bré normal est trivial.
2.1 Préliminaires
2.1.1 Le erle, le plan entré
On onsidère le erle T1 = R/Z et le plan R2 munis de leur topologie et
orientation usuelles. On notera 0 le point (0, 0) du plan, π : R × (0,+∞) →
R2 \ {0} et π0 : R→ T
1
les respetifs revêtements universels donnés par
π : (u, r) 7→ (r cos(2πu), r sin 2πu) et π0 : u 7→ u+ Z.
On onsidère enn p1 : R × (0,+∞) → R, la projetion sur la première oor-
donnée
p1 : (u, r) 7→ u.
2.1.2 Sous-variété de odimension 2
On onsidère une sous-variété diérentiable de lasse C1 ompate et onnexe
de dimension réelle n, notée N , dans une variété M de dimension réelle n+ 2
et on fait l'hypothèse suivante.
(H1) Le bré normal de N dans M est trivial.
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Choisissons une trivialisation qui identie le bré normal ave N×R2 et qui
identie N ave N×{0} ⊂ N×R2. On obtient une identiation d'un voisinage
tubulaire de N dans M ave un voisinage de N × {0} dans N × R2. Dans la
suite on s'intéressera à des homéomorphismes loaux au voisinage de N . Grâe
à ette identiation, on peut don remplaer la variété M par N × R2.
2.1.3 Les espaes produits
On onsidère les espaes topologiques produits N ×R2 et N ×T1. On note




Π = idN × π et Π0 = idN × π0.
Si X = R2 ou T1, on notera les projetions
PN : N ×X → N, (x, z) 7→ x et P2 : N ×X → X, (x, z) 7→ z.
On ne distinguera plus les variétés N et N × {0} ⊂ N × R2 et N × T1 et






l'ensemble des homéomorphimes loaux qui
préservent N , 'est-à-dire des appliations F : U → N×R2 dénies sur un voi-
sinage U deN qui sont des homéomorphismes entre U et leurs images, telles que
F (N) = N . La dénition du nombre (ou de l'ensemble) de rotation néessite
de travailler ave des homéomorphismes vériant une ondition homotopique.


















vériant la ondition suivante :
(H2) L'appliation P2 est homotope à P2 ◦ F parmi les appliations onti-
nues H dénies sur un voisinage U de N et à valeurs dans R2 telles que
H−1(0) = N .




, s'il existe un voi-
sinage U de N = N ×{0} dans N ×{R2} et un hemin ontinu t 7→ Ht tel que
H0 = P2, H1 = P2 ◦ F et pour tout t ∈ [0, 1], Ht : U → R
2
est une appliation
ontinue telle que H−1t (0) = N .








et I = (Ht)t∈[0,1] et I
′ = (H ′t)t∈[0,1] deux homotopies entre P2 et P2 ◦F et entre
P2 et P2 ◦ F
′




H2t, si 0 ≤ t ≤
1
2 ;
H ′2t−1 ◦ F, si
1
2 ≤ t ≤ 1.
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En partiulier pour tout entier q ≥ 1, on note Iq l'homotopie I ∗ · · · ∗ I (q
























, 'est-à-dire les homéomorphismes F pour les-





dénis sur U tels que F0 est l'identité, F1 = F et










si (Ft)t∈[0,1] est une isotopie entre l'identité et F , alors en posant pour tout
t ∈ [0, 1], Ht = P2 ◦ Ft l'homotopie I = (Ht)t∈[0,1] onvient.









 est strite en général.
Exemple 2.1. Soit f : N → N un homéomorphisme de N qui renverse l'orien-










2.1.5 L'ensemble des mesures de probabilité
Soit X un espae métrique ompat. On notera C0(X) l'espae vetoriel
des fontions ontinues de X à valeurs réels muni ave la norme de sup. On
notera M(X) l'ensemble des mesures boréliennes de probabilité dénies sur
X. D'après le théorème de représentation de Riesz, on peut identier M(X)
ave l'espae dual de C0(X) muni de la topologie faible *. Autrement dit, une
suite de mesures (µn)n∈N onverge vers la mesure µ, si et seulement si pour





φdµ quand n tend vers +∞.
La proposition suivante est bien onnue (voir [Ma83℄).
Proposition 2.1. M(X) est un espae métrisable ompat.
Si X est un espae métrique ompat, alors il existe un sous-ensemble
dénombrable (φi)i∈N de C













induit la topologie faible* sur M(X).
Pour une mesure µ dans M(X) et un borélien A de X, ave µ(A) 6= 0,




µ(A) . Soient X et Y deux espaes métriques ompats. Pour une
fontion ontinue T : X → Y , on notera T∗ : M(X) → M(Y ) l'appliation
induite par T sur les espaes de mesure dénie par T∗µ(B) = µ(T
−1(B)), où
B est un borélien dans Y . On a le lemme suivant.
Lemme 2.2. L'appliation T∗ est ontinue et ane.
En partiulier, si X = Y et si T est une fontion ontinue de X dans lui-
même, on notera enn MT (X) l'ensemble des mesures µ dans M(X) qui sont
invariantes par T , 'est-à-dire qui vérient T∗µ = µ.
2.2 L'ensemble de rotation loal autour de N





motopie I = (Ht)t∈[0,1] entre P2 et P2 ◦ F dénie sur un voisinage U de N .
On dénit l'ensemble de rotation loal autour de N pour l'homotopie I et on
montre les propriétés attendues.
2.2.1 Dénition





homotopie I = (Ht)t∈[0,1] entre P2 et P2 ◦ F dénie sur un voisinage U de N .
Pour ξ dans U \N et n dans N tels que F i(ξ) est bien déni pour 0 ≤ i ≤ n,
on dénit la trajetoire jusqu'au temps n du point ξ pour l'homotopie I par le
hemin, γnξ : [0, n]→ R
2 \ {0},
γnξ (t) = Ht−i(F
i(ξ)) lorsque 0 ≤ i < n et i ≤ t ≤ i+ 1.
On onsidère la variation moyenne, notée ρn(ξ), de l'angle de la trajetoire
γnξ . Pour ela, on onsidère un relevé de la trajetoire γ
n
ξ , 'est-à-dire un hemin


















Remarque 2.2. La quantité ρn(ξ) ne dépend pas du relevé de la trajetoire γ
n
ξ .
La démonstration du lemme suivant est laissée au leteur.
Lemme 2.3. Pour tout ξ ∈ U et tous entiers n,m ≥ 1, on a :








Si on xe deux voisinages W ⊂ V de N dans U , et n ∈ N, on dénit
l'ensemble des points pertinents
EI(V,W, n) := {ξ : ξ /∈ W, F
n(ξ) /∈ W et F i(ξ) ∈ V pour tout i ∈ {0, . . . , n}}.








{ρn(ξ) : ξ ∈ EI(V,W, n)}
 ,
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où l'adhérene est prise dans R = R ∪ {±∞}.
Autrement dit, ρ ∈ ρV ,W(I) s'il existe une suite roissante d'entiers (nk)k∈N
tendant vers +∞ et de points ξk ∈ EI(V,W, nk) tels que la suite (ρnk(ξk))k∈N
onverge (dans R) vers ρ, quand k tend vers +∞. On dénit ensuite l'ensemble













Dans e paragraphe nous allons montrer les propriétés élémentaires de l'en-
semble de rotation loal autour de N .
a) Dépendane de l'homotopie




et soient I et I ′
deux homotopies entre P2 et P2 ◦ F . Pour ξ ∈ U \N les trajetoires jusqu'au
temps 1 du point ξ (respetivement à haune des homotopies) ont les mêmes
extrémités, don les variations moyennes ρ1(ξ) et ρ
′
1(ξ) dièrent d'un entier
p independant de ξ par onnexité de la sous-variété N . Par onséquent pour
















= ρ′n(ξ) + p.
On en déduit, la proposition suivante.











Par suite, pour I et I ′ quelonques, il existe un entier p tel que
ρloc(I) = ρloc(I
′) + p.
b) Ensemble de rotation loal autour de N des itérés de I
Le but de e paragraphe est de montrer la proposition suivante. Cela donne
la formule reliant l'ensemble de rotation loal autour de N de l'homotopie I et
elui de ses itérés Iq (q ∈ Z). On rappelle que pour X sous-ensemble de R, on
note qX l'ensemble {qx : x ∈ X}.
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I = (Ht)t∈[0,1] une homotopie entre P2 et P2 ◦ F . Pour tout q ∈ Z on a
ρloc(I
q) = q ρloc(I).
Fixons d'abord un entier q ≥ 1. On notera ρ′1 la variation moyenne assoiée
à l'homotopie Iq. Pour ξ ∈ U \ N , la trajetoire jusqu'au temps q du point ξ
pour I oïnide ave la trajetoire jusqu'au temps 1 de ξ pour Iq , on a don
qρq(ξ) = ρ
′




On déduit la proposition 2.6 (dans le as où q ≥ 1) de la dénition de l'ensemble
de rotation loal et du lemme suivant.
Lemme 2.7. Pour tout V ′ voisinage de N , il existe V voisinage de N ave
V ⊂ V ′, tel que pour tout W voisinage de N ontenu dans V il existe W ′
voisinage de N ave W ′ ⊂ W tel que
qρV ,W(I) ⊂ ρV ,W ′(I
q) ⊂ qρV ′,W ′(I).
Démonstration. Soit V voisinage de N tel que
⋃
0≤i≤q F
i(V) ⊂ V ′. Soit W
voisinage de N ontenu dans V. Montrons d'abord la première inlusion. Soit
ρ ∈ ρV ,W(I). Alors il existe une suite roissante d'entiers (nk)k∈N tendant vers
+∞ et de points ξk ∈ EI(V,W, nk) tels que la suite (ρnk(ξk))k∈N onverge vers
ρ. D'après la division eulidienne, il existe ak ∈ N et rk ∈ {0, · · · , q − 1} tels





EI(V,W, nk) ⊂ EIq(V,W
′, ak),




(ξk) = akqρakq(ξk) = nkρnk(ξk)− rkρrk(F
akq(ξk)).
On en déduit alors,
∣∣∣∣ρ′ak(ξk)− nkak ρnk(ξk)
∣∣∣∣ < qak max1≤i<q supξ {|ρi(ξ)| : ξ ∈ Adhe(V \W ′)}.
En faisant tendre k vers l'inni, on obtient que la suite (ρ′ak(ξk))k∈N onverge
vers qρ. Cei implique que qρ ∈ ρV ,W ′(I
q).
Montrons maintenant la deuxième inlusion. Soit ρ ∈ ρV ,W ′(I
q). Alors il
existe une suite roissante d'entiers (nk)k∈N tendant vers +∞ et de points
ξk ∈ EIq (V,W
′, nk) tels que la suite (ρ
′
nk
(ξk))k∈N onverge vers ρ. Du hoix de
V, on en déduit
EIq(V,W
′, nk) ⊂ EI(V
′,W ′, qnk),
et d'après la relation (2.1)
ρ′nk(ξk) = qρnkq(ξk).
En faisant tendre k vers l'inni, on obtient que la suite (ρnkq(ξk))k∈N onverge
vers ρ/q. Cei implique que ρ ∈ qρV ′,W ′(I). Cei nit la démonstration du
lemme. 
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Considérons maintenant le as q = −1. On notera ρ′1 la variation moyenne
assoiée à l'homotopie I−1. Pour ξ ∈ U \N , la trajetoire jusqu'au temps 1 du
point ξ pour I oïnide ave la trajetoire inverse jusqu'au temps 1 du point
F (ξ) pour I−1, on a don −ρ1(ξ) = ρ
′






On déduit la proposition 2.6 (dans le as où q = −1) de la dénition de
l'ensemble de rotation loal et du lemme suivant.
Lemme 2.8. Soient V,W deux voisinages de N ave W ⊂ V. Alors
−ρV ,W(I) = ρV ,W(I
−1).
Démonstration. Remarquons que pour tout n dans N, on a
Fn(EI(V,W, n)) = EI−1(V,W, n).
La démonstration est similaire à elle du lemme 2.7. 
Finalement, remarquons que pour un entier q ≤ −1, la proposition 2.6 se
déduit des as préédents. Cei omplète la démonstration de la proposition
2.6.
) Invariane par onjugaison loale





. Nous allons montrer la proposition suivante, qui dit que
l'ensemble de rotation loal autour de N est invariant par onjugaison loale















et si l'on note I = (P2 ◦Ft)t∈[0,1]
et I ′ = (P2 ◦Φ ◦ Ft ◦ Φ
−1)t∈[0,1], alors ρloc(I) = ρloc(I
′).
Dans e adre, pour ξ dans U \ N et n dans N tels que pour tout i ∈
{0, . . . , n}, F i(ξ) est bien déni, on peut aluler la variation moyenne du
point ξ pour I (et aussi I ′) omme suit : onsidérons le hemin δnξ : [0, n] →
N × (R2 \ {0}) déni par :
δnξ (t) = Ft−i(F
i(ξ)) lorsque 0 ≤ i < n et i ≤ t ≤ i+ 1.




ξ sur [0, n]. Considérons γ˜
n
ξ : [0, n]→ R×(0,+∞)
un relevé du hemin γnξ et hoisissons don δ˜
n
ξ : [0, n] → N × R × (0,+∞) et
P˜2 : N×R×(0,+∞)→ R×(0,+∞) relevés de δ
n
ξ et P2 respetivement, tels que
P˜2 ◦ δ˜nξ = γ˜
n
ξ sur [0, n]. En onsidérant p
′
1 : N ×R× (0,+∞)→ R, p
′
1 = p1 ◦ P˜2




















Ave la dénition de l'ensemble de rotation loal autour de N , le résultat
s'obtient à partir du lemme suivant.





W,V deux voisinages de N ave W inlus dans V. Alors
ρV ,W(I) = ρΦ(V),Φ(W)(I
′).
Démonstration. Remarquons que pour n dans N, on a
Φ (EI(V,W, n)) = EI′(Φ(V),Φ(W), n).
Soit ξ dans U \ N et n dans N, on notera δ′nξ la trajetoire jusqu'au temps
n du point ξ et ρ′n(ξ) la variation moyenne assoiées à I
′
. Notons qu'on a
δ′nΦ(ξ) = Φ ◦ δ
n
ξ sur [0, n]. Choisissons δ˜
′n
Φ(ξ) : [0, n] → N × R × (0,+∞), δ˜
n
ξ :
[0, n]→ N ×R× (0,+∞) et Φ˜ : N ×R× (0,+∞)→ N ×R× (0,+∞) relevés
de δ′nΦ(ξ), δ
n
ξ et Φ respetivement tels que δ˜
′n
Φ(ξ) = Φ˜ ◦ δ˜
n




















Pour onlure, il nous sut de montrer que la quantité à droite de l'égalité
préédente est bornée sur un relevé de AdheV \ W, i.e. Π−1(AdheV \ W).
Le lemme suivant permet don de onlure la démonstration. 





un relevé de Φ à N ×R× (0,+∞). Pour toute partie ompate K de R2 \ {0}
il existe une onstante α = α(K) telle que∣∣∣p′1 ◦ Φ˜− p′1∣∣∣ < α sur N × π−1(K).





l'appliation p′1 ◦ Φ˜ − p
′
1 dénie sur N × R × (0,+∞)
et à valeurs dans R est périodique de période 1 dans la deuxième oordonnée.
Il existe don une fontion ontinue L de N × (R2 \ {0}) dans R, telle que
L ◦ Π = p′1 ◦ Φ˜ − p
′
1, et qui est bornée sur l'ensemble ompat N × K de
N × (R2 \ {0}). Cei entraine le lemme. 
d) Sous une hypothèse de préservation d'une mesure ρloc(I) est non-
vide
Dans e paragraphe, en suivant [GP95℄ (voi aussi [GG97℄), on montre que
sous une hypothèse de préservation loale d'une mesure l'ensemble de rotation
loal autour de N est toujours non-vide. En dimension 2, F. Le Roux a montré
que l'ensemble de rotation loal est vide si et seulement si l'homéomorphisme
est loalmente onjugué à une ontration, à une dilation ou à une appliation
holomorphe dont 0 est un point xe parabolique (voir [LeR13℄). En dimension
supérieure, on ne sait pas aratériser omplètement les as où l'ensemble de
rotation loal est vide.
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est loalement onservatif, s'il existe une mesure borélienne de probabilité ν sup-
portée sur un voisinage de N qui satisfait :
1. ν est loalement F -invariante, 'est-à-dire qu'il existe un voisinage U0 de
N tel que F∗(ν|F−1(U0)) = ν|U0 ;
2. ν(N) = 0 ;
3. ν(V) > 0 pour tout voisinage V de N .




qui est loalement onservatif et I une homotopie entre P2 et P2 ◦ F . Alors
l'ensemble de rotation loal autour de N de l'homotopie I est toujours non-
vide.
Démonstration. D'après la dénition de l'ensemble de rotation loal, il sut
de montrer que pour tout voisinage V de N , il existe un voisinage W de N
ontenu dans V tel que ρV ,W(I) est non-vide. Cei est une onséquene de la
proposition suivante. 




qui est loalement onservatif. Alors pour tout voisinage V de N , il existe un
voisinage W de N ontenu dans V, et pour tout entier k dans N il existe un
entier l > k tel que E(V,W, l) est non-vide.
Démonstration. Soit V un voisinage de N et hoisissons W ′ un voisinage de
N tel que F−1(W ′) ∪ W ′ ∪ F (W ′) ⊂ V. Supposons que la paire (V,W ′) ne
satisfait pas la proposition, 'est-à-dire qu'il existe un entier k0 > 0 tel que
E(V,W ′, n) = ∅ pour tout entier n > k0. Nous allons alors trouver W ⊂ W
′
tel que (V,W) satisfait la proposition. Posons W ′′ un voisinage de N tel que,
pour tout 0 ≤ i ≤ k0, F
i(W ′′) ⊂ W ′. On a le résultat suivant.
Lemme 2.15. SoientW s(W ′) :=
⋂
n≥0 F







F i(W ′′) ⊂W s(W ′) ∪W u(W ′). (2.3)
Démonstration. Si e n'est pas le as, il existe ξ ∈ W ′′ tel que F i(ξ) ∈ W ′′ pour
tout 0 ≤ i ≤ k0 et ξ /∈ W
s(W ′) ∪W u(W ′). Considérons n1 ≤ 0 le plus grand
entier tel que Fn1(ξ) /∈ W ′ et n2 ≥ 0 le plus petit entier tel que F
n2(ξ) /∈ W ′.
Notons que d'après le hoix de n1, n2 etW
′
, on a que n2−n1 > k0 et F
i(ξ) ∈ V
pour tout n1 ≤ i ≤ n2. Cei est une ontradition ave E(V,W
′, n) = ∅ pour
tout entier n > k0. Cei montre le lemme. 
Comme la mesure ν est positive sur tout voisinage de N , d'après (2.3)
on peut supposer ν(W s(W ′)) > 0 (l'autre as ν(W u(W ′)) > 0 est similaire).
Comme ν(N) = 0 il existe un voisinage W de N assez petit ontenu dans
V, ave ν(W s(W ′) \ W) > 0. Par le théorème de réurrene de Poinaré, il
existe ξ ∈W s(W ′) \ W et une suite d'entiers (nj)j∈N tendant vers l'inni tels
que Fnj (ξ) ∈ W s(W ′) \ W pour tout j ∈ N. Puisque ξ ∈ W s(W ′), pour tout
entier i ∈ N on a F i(ξ) ∈ W ′ ⊂ V. On onlut don que pour tout j dans N,
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ξ ∈ E(W ′,W, nj) ⊂ E(V,W, nj). Comme la suite (nj)j∈N tend vers l'inni,
ei entraîne la proposition. 
2.3 Les ensembles de rotation loaux des homéomor-
phismes loaux brés





et qui sont brés au voisinage de N , 'est-à-dire qui
s'érivent sous la forme F ((x, z)) = (f(x), hx(z)) ave (x, z) ∈ N × R
2
au
voisinage de N . Soit I une homotopie entre P2 et P2 ◦ F . Dans e adre, nous
allons dénir des sous-ensembles de l'ensemble de rotation loal autour de N ,
ρloc(I), en se restreignant à la dynamique au-dessus de ertaines orbites de f .
2.3.1 Ensemble de rotation loal autour de N au-dessus d'une
orbite
Soit x0 dans N quelonque et xonsW,V deux voisinages de 0 dans R
2
ave
W ontenu dans V . Pour n dans N, on dénit l'ensemble des points pertinents
pour x0 par :
EI(V,W, n)(x0) := {ξ = (x, z) ∈ EI(N×V,N×W,n) tels que x0 ∈ {x, · · · , f
n−1(x)}}.
On dénit ensuite l'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus de
l'orbite de x0 relativement à V et W par :






{ρn(ξ) : ξ ∈ E(V,W, n)(x0)}
 ,
où l'adhérene est prise dans R = R ∪ {±∞}.
Autrement dit, ρ ∈ ρV,W (I, x0) s'il existe une suite roissante d'entiers
(nk)k∈N tendant vers +∞ et de points ξk dans E(V,W, nk)(x0) tels que la
suite (ρnk(ξk))k∈N onverge (dans R) vers ρ, quand k tend vers +∞.
Dénition 2.16. L'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus de l'orbite










Remarque 2.3. Pour tout x0 dans N , il est évident que ρloc(I, x0) est inlus
dans ρloc(I).
2.3.2 Ensemble de rotation loal autour de N au-dessus d'une
mesure
Commençons par introduire des notions que nous permettront de distinguer
des points de N .
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Points typiques, points réurrents
Soit f un homéomorphisme de N et µ une mesure de probabilité invariante
par f . On dira qu'un point x dans N est typique pour µ si les suites (µn,x)n∈N




(δx + · · · + δfn−1(x)) et µ−n,x :=
1
n
(δf−1(x) + · · · + δf−n(x)),
où δy est la mesure de Dira en y, onvergent dans la topologie faible * vers µ
quand n tend vers +∞. D'autre part, on dira qu'un point x ∈ N est réurrent
par f s'il existe une sous-suite d'entiers (nk)k∈N tendant vers +∞ telle que la
suite (fnk(x))k∈N onverge vers x quand k tend vers +∞.
On notera Typ(µ) l'ensemble des points typiques pour µ et Rec(f) l'en-
semble des points réurrents par f . On rappelle le résultat suivant (voir
[Ma83℄).
Proposition 2.17. Soit f un homéomorphisme de N et µ une mesure ergo-
dique dans Mf (N). Alors µ(Typ(µ)) = 1 et µ(Rec(f)) = 1. En partiulier
l'ensemble des points typiques et réurrents est non-vide.
On peut maintenant donner la dénition. Fixons une mesure µ0 dans
Mf (N). On dénit l'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus de la
mesure µ0 de la façon suivante. D'abord xons un nombre réel ǫ > 0 et W,V
deux voisinages de 0 dans R2 ave W ontenu dans V . On dénit l'ensemble
des points pertinents pour la mesure µ0 par :
EI(V,W, n, ǫ)(µ0) := {ξ = (x, z) ∈ EI(N×V,N×W,n) tels que d(µn,x, µ0) < ǫ}.
On dénit ensuite l'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus de la







{ρn(ξ) : ξ ∈ EI(V,W, n, ǫ)(µ0)}
 ,
où l'adhérene est prise dans R = R ∪ {±∞}.
Autrement dit, ρ ∈ ρV,W,ǫ(I, µ0) s'il existe une suite roissante d'entiers
(nk)k∈N tendant vers +∞ et de points ξk ∈ EI(V,W, nk, ǫ)(µ0) tels que la
suite (ρnk(ξk))k∈N onverge (dans R) vers ρ, quand k tend vers +∞.
Remarque 2.4. Si 0 < ǫ′ < ǫ, alors ρV,W,ǫ′(I, µ0) ⊂ ρV,W,ǫ(I, µ0).
On dénit l'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus de la mesure






L'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus de la mesure µ0 et





Dénition 2.18. L'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus de la me-






Dans e paragraphe, nous allons montrer les propriétés élémentaires des
ensembles de rotation loaux dénis au paragraphe préédent.
a) Comparaison entre l'ensemble de rotation loal au-dessus d'une
orbite et de elui au-dessus d'une mesure
Le but de e paragraphe est de montrer la proposition suivante.
Proposition 2.19. Soit µ une mesure dans Mf (N). Supposons que x dans
N est un point typique pour µ. Alors
ρloc(I, x) ⊂ ρloc(I, µ).
On déduit le résultat des dénitions et du lemme suivant.
Lemme 2.20. Soient V,W deux voisinages de 0 dans R2 ave W inlus dans
V . Alors pour tout nombre réel ǫ > 0, on a
ρV,W (I, x) ⊂ ρV,W,ǫ(I, µ).
Démonstration. Soit ρ ∈ ρV,W (I, x). Alors il existe une suite roissante d'en-
tiers (nk)k∈N tendant vers +∞ et de points (xk, zk) ∈ E(N×V,N×W,nk) tels
que x ∈ {xk, · · · , f
nk−1(xk)} et tels que la suite (ρnk((xk, zk)))k∈N onverge
(dans R) vers ρ, quand k tend vers +∞. Pour tout k dans N, posons
ik ∈ {0, · · · , nk − 1} tel que f
ik(xk) = x et lk = nk − ik. Notons que pour
k dans N, on a
µk := µnk,xk =
1
nk








Notons que si la suite (µk)k∈N tend vers µ, quand k tend vers +∞, alors étant
donné ǫ > 0 on obtient que d(µnk ,xk , µ) < ǫ pour tout k assez grand. Don
ρ appartiendra à ρV,W,ǫ(I, µ). Pour montrer que la suite (µk)k∈N tend vers µ,






qui onverge vers µ′. On doit montrer que µ = µ′. On peut





















onverge vers t ∈ [0, 1].
Il y a deux as possibles.






















tend vers +∞ quand m tend vers +∞ et






tend vers µ quand m tend vers +∞.











Comme x est un point typique pour µ, en faisant tendre m vers +∞, la suite
µk(m) = ak(m)µ−ik,x + (1− ak(m))µlk ,x,
onverge vers tµ+ (1− t)µ = µ, quand k tend vers +∞.
Par l'uniité de la limite, on onlut que µ′ = µ et la suite (µk)k∈N tend don
vers µ quand k tend vers +∞. Cei montre le lemme. 
b) Invariane par onjugaison loale de l'ensemble de rotation loal
au-dessus d'une mesure





. Nous allons montrer la proposition suivante, qui dit que
l'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus d'une mesure est invariant










. Supposons que (Ft)t∈[0,1] est une isotopie entre l'identité
et F . Notons I = (P2 ◦ Ft)t∈[0,1] et I
′ = (P2 ◦ Φ ◦ Ft ◦ Φ
−1)t∈[0,1]. Soit µ une
mesure de probabilité dans MF |N (N). Si l'on note F
′ = Φ ◦ F ◦ Φ−1, alors
(Φ|N )∗µ est dans MF ′|N (N) et on a ρloc(I, µ) = ρloc(I
′, (Φ|N )∗µ).
Ave la dénition de l'ensemble de rotation loal autour de N au-dessus
d'une mesure, la proposition s'obtient à partir du lemme suivant.





Soient V ⊂ V ′ ⊂ V ′′ des voisinages de 0 tels que
Φ(N × V ) ⊂ N × V ′ ⊂ Φ(N × V ′′).
Pour tout W voisinage de 0 ontenu dans V il existe W ′′ ⊂ W ′ ⊂ W des
voisinages de 0 tels que pour tout nombre réel ǫ > 0 il existe 0 < ǫ′′ < ǫ′ < ǫ
tels que
ρV,W,ǫ′′(I, µ) ⊂ ρV ′,W ′ǫ′(I
′, (Φ|N )∗µ) ⊂ ρV ′′,W ′′,ǫ(I, µ).
Démonstration. Considérons W ′′ ⊂W ′ ⊂W des voisinages de 0 tels que
Φ(N ×W ′′) ⊂ N ×W ′ ⊂ Φ(N ×W ).
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Pour tout n dans N, on a
Φ (EI(N × V,N ×W,n)) = EI′(Φ(N×V ),Φ(N×W ), n) ⊂ EI′(N×V
′, N×W ′, n).




′, N ×W ′, n)
)
⊂ EI(N × V
′′, N ×W ′′, n).
D'autre part pour tout ǫ > 0, tout x dans N et tout n dans N, d'après la
ontinuité de l'appliation (Φ|N )∗ et de son inverse, il existe 0 < ǫ




n,x, (Φ|N )∗µ) < ǫ
′ ⇒ d(µFn,Φ−1(x), µ) < ǫ,
et
d(µFn,x, µ) < ǫ
′′ ⇒ d(µF
′









′,W ′, n, ǫ′)((Φ|N )∗µ) ⊂ Φ
(
EI(V
′′,W ′′, n, ǫ)(µ)
)
.
La démonstration suit omme elle du lemme 2.10. 
) L'ensemble de rotation loal autour de N est non-vide
Dans e paragraphe on va montrer que l'ensemble de rotation loal autour
de N est toujours non-vide, sous une hypothèse de onservation de mesure.
Dénition 2.23. Soit µ une mesure borélienne de probabilité sur N . On dira





au-dessus de µ, si µ est invariante par F |N , et s'il existe un ensemble mesurable
et invariant X ⊂ N ave µ(X) = 1 et une famille de mesures boréliennes de
probabilité {µx : x ∈ X} sur haque bre {x} × R
2
qui satisfait :
1. La famille {µx}x∈X est loalement F -invariante : il existe un voisinage
U0 de 0 dans R
2
tel que pour tout x ∈ X, F∗(µx|F−1({F (x)}×U0)) =
µF (x)|{F (x)}×U0 ;
2. pour tout x ∈ X, µx((x, 0)) = 0 ;
3. pour tout x ∈ X, µx({x} × U) > 0 pour tout voisinage U de 0 dans R
2
;
4. l'appliation x 7→ µx est ontinue.
Proposition 2.24. Soit µ une mesure de probabilité sur N et F un homéo-




qui est bre-onservatif au-dessus
de µ. Soit I une homotopie entre P2 et P2 ◦ F . Supposons que x est un point
dans X ∩ Rec(F |N ) ∩ Typ(µ). Alors l'ensemble de rotation loal autour de N
au-dessus de l'orbite de x, ρloc(I, x), est non-vide.
On rappelle que si µ est de plus ergodique, alors l'ensemble X∩Rec(F |N )∩
Typ(µ) est toujours non-vide. Cette proposition est une onséquene de la
proposition suivante.
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Proposition 2.25. Soit µ une mesure de probabilité sur N et F un homéo-




qui est bre-onservatif au-dessus
de µ. Alors pour tout point x dans Rec(F |N ) ∩ Typ(µ) ∩X et tout voisinage
V de 0 dans R2, il existe W un voisinage de 0 dans R2 ontenu dans V , tel
que pour tout entier k > 0 il existe un entier l > k tel que E(V,W, l)(x) est
non-vide.
Démonstration. Soit x ∈ Rec(F |N )∩Typ(µ)∩X et V un voisinage de 0 dans
R2. Choisissons W ′ un voisinage de 0 dans R2 ontenu dans V . Supposons que
le triplet (x, V,W ′) ne satisfait pas la proposition. Comme dans la démonstra-
tion de la proposition du as onservatif (proposition 2.14), il existe W ′′ un
voisinage de 0 tel que pour W s(x,W ′) = {(x, z) : Fn(x, z) ∈ N ×W ′n ≥ 0} et
W u(x,W ′) = {(x, z) : F−n(x, z) ∈ N ×W ′n ≥ 0}, on a
{x} ×W ′′ ⊂W s(x,W ′) ∪W u(x,W ′). (2.4)
Comme la mesure µx est positive sur tout voisinage de 0, d'après (2.4) on peut
supposer µx(W
s(x,W ′)) > 0 (l'autre as µx(W
u(x,W ′)) > 0 est similaire).
Comme µx((x, 0)) = 0 il existe W voisinage de 0 assez petit ontenu dans
V qui satisfait µx(W
s(x,W ′))/4 > µx({x} ×W ). Grâe à la ontinuité de la
fontion x 7→ µx dans x, pour tout y assez prohe de x, et tout borélien A
prohe de 0, on a
|µx({x} ×A)− µy({y} ×A)| < µx(W
s(x,W ′))/2. (2.5)
Etant donné un nombre entier k dans N, puisque le point x est réurrent
par F il existe un nombre entier l > k tel que F l(x) est assez prohe de x.
Pour voir que le voisinage W ′ onvient il sut de montrer que la µx-mesure
de l'ensemble des points z ∈ W s(x,W ′) \W tels que F l(x, z) /∈ N ×W est
stritement positive. Si e n'est pas le as, pour µx-presque tout point z ∈
W s(x,W ′) \ ({x} ×W ), on a
F l(x, z) ∈ {F l(x)} ×W.
Ainsi,
µF l(x)(F
l(W s(x,W ′) \ ({x} ×W ))) =µx(W
s(x,W ′) \ ({x} ×W ))
≤ µF l(x)(({F
l(x)} ×W )). (2.6)
En utilisant (2.5) et (2.6), on en déduit
µx(W
s(x,W ′))− µx({x} ×W ) ≤µF l(x)({F
l(x)} ×W )




s(x,W ′))/2 ≤ 2µx({x} ×W ).
Cette dernière inégalité ontredit le hoix deW , ei entraîne la proposition.

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) Homéomorphismes loaux bre-onservatifs
Dans e paragraphe on suppose de plus que F est bre-onservatif au-dessus
de toute mesure invariante par F |N . On va montrer qu'on obtient l'ensemble
de rotation loal autour de N en réunissant les ensembles de rotation loaux
autour de N au-dessus de toutes les mesures dans MF |N (N).





est bre-onservatif s'il est bre-onservatif au-dessus de
toute mesure dans MF |N (N).





s'érivant sous la forme F (x, z) = (f(x), hx(z)) tel
que tous les homéomorphismes hx, x ∈ N préservent la même mesure de
probabilité µ sur R2 vériant µ(0) = 0 et µ(U) > 0 pour tout voisinage U de
0 est un homéomorphisme bre-onservatif. On a le résultat suivant.










Nous montrerons d'abord les lemmes qui seront utilisés dans la démons-
tration du théorème. Dans la suite pour un voisinage V de 0 dans R2, nous
noterons V le voisinage V ×N de N .
Lemme 2.28. Soient W,V deux voisinages de 0 dans R2 ave W ontenu dans





Démonstration. Soit ρ ∈ ρV ,W(I). Alors il existe une suite roissante d'entiers
positifs (nk)k∈N tendant vers +∞ et de points (xk, zk) ∈ E(V,W, nk) tels que











Comme l'espae M(N) est ompat, quitte à extraire une sous-suite, on
peut supposer que la suite (µk)k∈N onverge vers une mesure µ. De plus µ
appartient à Mf (N). Soit ǫ > 0 donné. Alors il existe k0 = k0(ǫ) dans N tel
que pour tout entier k ≥ k0 on a, d(µk, µ) < ǫ. On onlut que ρ appartient à
ρV,W,ǫ(I, µ). 
La proposition suivante est le résultat-lé de la démonstration.
Proposition 2.29. Soit (µn)n∈N une suite dans MF |N (N) qui onverge vers
µ quand n tend vers +∞. Pour tout nombre réel ǫ > 0 il existe n0 = n0(ǫ)
dans N tel que pour tout voisinage V de 0, et tout entier n ≥ n0 on a
ρV,ǫ(I, µn) ⊂ ρV,2ǫ(I, µ).
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Démonstration. Soit ǫ > 0 un nombre réel. Comme la suite (µn)n∈N onverge
vers µ, il existe n0 dans N tel que pour tout entier n ≥ n0 on a d(µn, µ) < ǫ.
Fixons un entier n ≥ n0 et soit ρ ∈ ρV,ǫ(I, µn). Il existe don W ⊂ V un
voisinage de 0 et ρ ∈ ρV,W,ǫ(I, µn). Il existe une suite roissante d'entiers
positifs (nk)k∈N tendant vers +∞ et de points (xk, zk) ∈ E(V,W, nk , ǫ)(µn)
tels que la suite (ρnk(xk, zk))k∈N tend vers ρ quand k tend vers +∞. Ainsi
d(µnk,xk , µn) < ǫ et d(µnk,xk , µ) < 2ǫ. Par onséquent ρ ∈ ρV,W,2ǫ(I, µ). Cei
montre que ρ ∈ ρV,2ǫ(I, µ), e qu'on voulait montrer. 
Comme orollaire, on obtient les lemmes suivants.
Lemme 2.30. Soient W,V deux voisinages de 0 dans R2 ave W ontenu dans







Adhe (ρV,2ǫ(I, µ)) .





. Alors il existe une
suite (µn)n∈N dans MF |N (N) et pour tout n ∈ N un nombre réel ρn apparte-
nant à ρV,ǫ(I, µn) tel que la suite (ρn)n∈N tend vers ρ quand n tend vers +∞.
Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (µn)n∈N onverge
vers µ qui appartient àMF |N (N). Pour tout nombre réel ǫ > 0, d'après la pro-
position 2.29, et pour tout entier n assez grand on a ρn ∈ ρV,2ǫ(I, µ). On
onlut que ρ ∈ Adhe (ρV,2ǫ(I, µ)). 















Adhe (ρV,ǫ(I, µ)) .
Alors pour haque n dans N, il existe une mesure µn dans MF |N (N) telle
que ρ ∈ Adhe (ρVn,ǫ(I, µn)). Quitte à extraire une sous-suite on peut sup-
poser que la suite (µn)n∈N onverge vers µ. De plus µ est dans MF |N (N)
et d'après la proposition 2.29, pour tout nombre entier n assez grand on a
ρ ∈ Adhe (ρVn,2ǫ(I, µ)). Ainsi ρ appartient à ρ2ǫ(I, µ), e qu'on voulait mon-
trer. 






















Alors pour haque n dans N, il existe une mesure µn telle que ρ ∈ ρǫn(I, µn).
Quitte à extraire une sous-suite on peut supposer que la suite (µn)n∈N onverge
vers µ. De plus µ est dans MF |N (N) et d'après la proposition 2.29, pour tout
ǫ > 0 xé on a ρ ∈ ρ2ǫ(I, µ). Ainsi ρ appartient à ρloc(I, µ), e qu'on voulait
montrer. 
Démonstration du théorème 2.27. Rappelons que pour toute mesure µ appar-
tenant à MF |N (N), ρloc(I, µ) est ontenu dans ρloc(I). On en déduit l'une
des inlusions. Montrons maintenant l'autre inlusion. Soient W ⊂ V deux















Adhe (ρV,2ǫ(I, µ)) .












2.4 L'ensemble de rotation des homéomorphismes -
brés de N × T1
Soit N une variété onnexe et ompate. Jusqu'ii on a onsidéré des
homéomorphismes loaux au voisinage de N × {0} dans N × R2 qui xent
N × {0}. Parfois pour omprendre la dynamique loale de ertains d'eux, les
homéomorphismes élatables (la dénition préise sera donnée dans la setion
suivante), on peut élater N , e qui induit un homéomorphisme bré de
N × T1, où N × T1 est vu omme le bord de N × R2 privé de N × {0}.
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2.4.1 Homéomorphismes brés de N × T1
Dans ette setion, on étudie les homéomorphismes brés dénis globale-
ment sur N × T1. Dans [Her83] M.-R. Herman a introduit, sous ertaines hy-
pothèses, le nombre de rotation bré pour tels homéomorphismes. Nous allons
plutt introduire diérents ensembles de rotation brés pour des homéomor-









l'ensemble des homéomorphismes F de
N × T1 vériant :
(1) F est bré, 'est-à-dire qu'il s'érit sous la forme F (x, u) =
(f(x), hx(u)), où f est un homéomorphisme de N et x 7→ hx est une









onstante et égale à l'identite de




dénie parH1(x) = hx.





, 'est-à-dire qu'il est isotope à l'identité.
2.4.2 Dénitions des ensembles de rotation brés




: il s'érit don sous
la forme F (x, u) = (f(x), hx(u)) et on peut onsidérer une homotopie I =
(Ht)t∈[0,1] entre les appliations H0 et H1 dénies préédemment. Pour ξ =
(x, u) dans N × T1 et n dans N, on dénit la trajetoire γnξ : [0, n] → T
1
jusqu'au temps n pour l'homotopie I par :
γnξ (t) = Ht−i(f
i(x))(hx,i(u)) lorsque 0 ≤ i < n et i ≤ t ≤ i+ 1,





Soit π0 : R → T
1
le revêtement universel du erle T1. On onsidère un
relevé de la trajetoire γnξ , 'est-à-dire un hemin ontinu γ˜
n
ξ : [0, n] → R tel
que π0 ◦ γ˜nξ = γ
n










Dans e adre, on va dénir trois ensembles de rotation brés pour l'homotopie
I.
Première dénition
Pour ξ dans N × T1, notons rotpts(ξ) l'ensemble des valeurs d'adhérene
de la suite (ρfn(ξ))n∈N.
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Dénition 2.33. L'ensembre de rotation bré (première dénition) de l'homo-





Autrement dit, ρ ∈ ρpts(I) s'il existe une suite roissante d'entiers (nk)k∈N
tendant vers+∞ et un point ξ dansN×T1 tel que la suite (ρnk(ξ))k∈N onverge
(dans R) vers ρ, lorsque k tend vers +∞.
Proposition 2.34. Soient u et u′ dans T1. Alors pour tout x dans N et tout
entier n ≥ 1, on a ∣∣∣ρfn(x, u)− ρfn(x, u′)∣∣∣ ≤ 1n.
En partiulier, on a rotpts(x, u) = rotpts(x, u
′). Autrement dit rotN(x) :=
rotpts(x, u) est indépendant de u dans T
1
.
Démonstration. On onsidère un relevé F˜ : N × R → N × R de F . Pour
n dans N, on a F˜n(x, u˜) = (fn(x), h˜x,n(u˜)), où h˜x,n : R → R est un relevé





L'appliation u˜ 7→ h˜x,n(u˜) est don roissante et vérie h˜x,n(u˜+1) = h˜x,n(u˜)+1.
Par onséquent l'appliation ϕ : u˜ 7→ h˜x,n(u˜) − u˜ est périodique de période 1
et pour u˜ un relevé de u et u˜′ relevé de u′ tel que u˜ ≤ u˜′ < u˜+ 1, on a
u˜+ ϕ(u˜) ≤ u˜′ + ϕ(u˜′) ≤ u˜+ 1 + ϕ(u˜).
On en déduit
−1 ≤ u˜− u˜′ ≤ ϕ(u˜′)− ϕ(u˜) ≤ u˜+ 1− ϕ(u˜′) ≤ 1.
On onlut don∣∣∣ρfn(x, u) − ρfn(x, u′)∣∣∣ = 1n ∣∣ϕ(u˜)− ϕ(u˜′)∣∣ ≤ 1n.

Exemple 2.5. L'exemple suivant montre que l'ensemble de rotation bré (pre-
mière dénition) n'est pas onnexe en général. Considérons un homéomor-
phisme F : T1 × T1 → T1 × T1 dénit omme suit :





dire satisfaisant les propriétés suivantes :
(a) f possède deux points xes xN et xS ;
(b) Pour tout x dans T1 distint de xN et xS, on a
lim
n→+∞
fn(x) = xS et lim
n→+∞
f−n(x) = xN .
2. Considérons une appliation ontinue α : T1 → T1 homotope à l'identité
de T1 et telle que son relevé α˜ : T1 → R vérie α˜(xN ) 6= α˜(xS).
3. Dénissons F (x, u) = (f(x), u+ α(u)).
Si I est l'homotopie naturelle entre H0 et H1, alors ρpts(I) = {α˜(N), α˜(S)}
qui n'est pas onnexe.
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Deuxième dénition
Maintenant pour n dans N, on notera Dn := {ρ
f
n(ξ) : ξ ∈ N × T1}.









Autrement dit, ρ ∈ ρfib(I) s'il existe une suite roissante d'entiers (nk)k∈N
tendant vers +∞ et des points ξk dans N × T
1
tels que la suite (ρfnk(ξk))k∈N
onverge vers ρ, lorsque k tend vers l'inni.
Remarque 2.6. D'après les dénitions i-dessus, on obtient que ρpts(I) est inlus
dans ρfib(I). De plus, en onsidérant l'exemple 2.5 et la proposition suivante,
on montre que ette inlusion est strite en général.
La proposition suivante énone l'une des propriétés importantes de l'en-
semble de rotation bré.
Proposition 2.36. L'ensemble ρfib(I) est une partie ompate et onnexe de
R.
Démonstration. Remarquons tout d'abord que pour tout n dans N xé, la
fontion ρfn : N × T1 → R est ontinue. Comme N est une variété ompate
et onnexe, on onlut que l'ensemble Dn est une partie ompate et onnexe
(et don onvexe) de R.
On va montrer d'abord que ρfib(I) est ompat. Comme par dénition,
l'ensemble ρfib(I) est fermé, il sut de montrer que pour tout n ∈ N, on a
Dn ⊂ D1. En eet, pour X sous-ensemble de R, notons Conv (X) l'enveloppe
onvexe de X. Comme pour tout n dans N, l'ensemble Dn est onvexe, on a
Conv (Dn) = Dn. Soit (x, u) dans N × T
1







i(x, u)) ∈ Conv (D1) = D1.
On onlut que Dn est ontenu dans D1.
Maintenant, on va montrer que ρfib(I) est onnexe. Par déniton de l'en-
semble ρfib(I), puisque l'adhérene d'un ensemble onnexe et l'intersetion dé-
roissante d'ensembles onnexes sont onnexes, il sut de montrer que pour
tout m dans N, l'ensemble ∪n≥mDn est onnexe. Pour le montrer, on va utiliser
le lemme topologique suivant.
Lemme 2.37. Soit (Xn)n∈N une suite d'ensembles onnexes ave intersetion
deux à deux non-vide. Alors l'union X = ∪n∈NXn est onnexe.







i·n(x, u)) ∈ Conv (Dn′) = Dn′ .
On onlut que Dnn′ ⊂ Dn′ et de la même manière Dnn′ ⊂ Dn. Ainsi
Dnn′ ⊂ Dn ∩ Dn′ , et don pour tous n, n
′ ≥ m, Dn et Dn′ s'intersetent.




Nous allons ommener par la proposition suivante. Cela nous permettra
de dénir la notion de relevé d'une mesure dans Mf (N). On rappelle que
pN : N × T
1 → N note la projetion sur la première oordonnée.
Proposition 2.38. Soit µ une mesure dansMf (N). Alors il existe une mesure
de probabilité ν dans MF (N × T
1) telle que (pN )∗(ν) = µ. De plus, il y a des
mesures de probabilité νx sur les bres {x} × T
1
telles que pour toute fontion








Démonstration. Soit Mµ(N × T
1) l'ensemble des mesures de probabilité ν
sur N × T1 telles que (pN )∗(ν) = µ. Alors Mµ(N × T
1) est une partie non-
vide, onvexe et fermée (et don ompate) de M(N × T1). Comme F est
bré, on peut bien dénir l'appliation T :Mµ(N × T
1) →Mµ(N × T
1) par
T (ν) = F∗(ν). Fixons ν0 dans Mµ(N × T








Notons que la suite (νn)n≥1 reste dansMµ(N×T
1), et d'après la ompaité de
l'espae M(N ×T1), on peut prendre une valeur d'adhérene ν de ette suite.
De plus la mesure ν vérie (pN )∗ν = µ et F∗ν = ν. Cei montre l'existene
de la mesure ν. La deuxième partie de la proposition suit du théorème de
désintegration de Rokhlin (voir [Ma83℄). 
Dénition 2.39. Soit µ une mesure dans Mf (N). On dira qu'une mesure ν
dans MF (N × T
1) est un relevé de µ si elle satisfait la proposition 2.38.
On a les résultats suivants.
Lemme 2.40. Soit µ une mesure ergodique dans Mf (N). Alors il existe un
relevé de µ qui est ergodique.
Démonstration. Supposons que µ est une mesure ergodique dans Mf (N).
Alors il existe X sous-ensemble mesurable de N ave µ(X) = 1 tel que pour
tout x dans X, la suite (µn,x)n∈N onverge vers µ, quand n tend vers l'inni.





δ(x,u) + · · · + δFn−1((x,u))
)
,
qui se projette par (pN )∗ sur µn,x. A ause de la ompaité de l'espae des me-
suresM(N ×T1), on peut prendre une limite de la suite (νn,(x,u))n∈N. De plus
ette limite, que l'on note ν, appartient à MF (N × T
1). Puisque l'appliation
(pN )∗ est ontinue, on peut passer à la limite et on obtient (PN )∗ν = µ. Pour
trouver un relevé ergodique de µ, on utilisera le théorème de déomposition
ergodique (voir [Ma83℄).
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Théorème 2.41 (Théorème de déomposition ergodique). Pour ν-presque
tout point (x, u) dans N × T1, la suite (νn,(x,u))n∈N onverge vers une mesure
ergodique ν(x,u). De plus pour toute fontion φ ∈ C










Comme (pN )∗ν = µ, ν(X×T
1) = 1 et d'après le théorème de déomposition
ergodique, il existe Z ⊂ X×T1 tel que pour tout (x, u) ∈ Z la suite (νn,(x,u))n∈N
onverge vers une mesure ergodique ν(x,u). De plus, omme (pN )∗(νn,(x,u)) =
µn,x, en faisant tendre n vers l'inni, on a (pN )∗(ν(x,u)) = µ. Cei montre le
lemme. 







Démonstration. A ause de la proposition 2.34 nous avons sur haque bre∣∣∣∣∣
∫
{x}×T1






∣∣∣∣∣ ≤ maxu∈T1 ρf1 (x, u)−minu∈T1 ρf1 (x, u) ≤ 1.







∣∣∣∣ ≤ 1. (2.7)
D'autre part, pour q dans N onsidérons l'homotopie I ′ = Iq et la fontion







































On peut maintenant donner la troisième dénition de l'ensemble de rotation





ne dépend pas du hoix du relevé ν de µ.
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Dénition 2.43. L'ensemble de rotation bré (troisième dénition) de l'homo-
topie I est :
ρmes(I) := {rotmes(µ) : µ appartient à Mf (N)}.
On peut distinguer, un sous-ensemble de ρmes(I) en onsidérant seulement
les mesures ergodiques dans Mf (N), 'est-à-dire
ρerg(I) := {rotmes(µ) : µ mesure ergodique dans Mf (N)}.
On a le résultat suivant.
Proposition 2.44. L'ensemble ρmes(I) est une partie ompate et onnexe de
R. De plus, on a
ρmes(I) = Conv (ρerg(I)) .
Démonstration. Comme la variété N est ompate, l'espae Mf (N) est om-
pat et onvexe. Pour montrer la première partie de l'énoné, il nous sut
don de montrer que l'appliation rotmes : Mf (N) → R est ontinue et af-
ne. Montrons d'abord la ontinuité de rotmes. Fixons µ dans Mf (N). Soit
(µn)n∈N une suite onvergeant vers µ. Nous allons montrer que toute sous-
suite de (rotmes(µn))n∈N possède une sous-suite qui onverge vers rotmes(µ).
Cei entraine la onvergene de la suite (rotmes(µn))n∈N vers µ. Soit (µ
′
n)n∈N












(ν ′n)n∈N qui onverge vers une mesure, qu'on note ν
′
. Notons que par ontinuité
de (pN )∗, ν
′















Ainsi la suite (rotmes(µn))n∈N onverge vers rotmes(µ). Cei montre la onti-
nuité de l'appliation rotmes.
D'autre part l'appliation rotmes est ane, puisque (pN )∗ est ane. En
eet, soient t, t′ ∈ R et µ, µ′ ∈ Mf (N). Comme (pN )∗ est ane, si ν et ν
′
dans MF (N × T
1) sont des relevés de µ et µ′ respetivement, alors tν + t′ν ′
est un relevé de tµ+ t′µ′.
Montrons maintenant l'égalité ρmes(I) = Conv (ρerg(I)). Notons d'abord
que les dénitions et la première partie de la démonstration entrainent
Conv (ρerg(I)) ⊂ ρmes(I). L'autre inlusion suit du théorème de déomposi-
tion ergodique (théorème 2.41). En eet, elui-i nous dit que pour un relevé












inf ρerg(I) ≤ rotmes(µ) ≤ sup ρerg(I).
Cei montre que ρmes(I) ⊂ Conv (ρerg(I)), e qu'on voulait montrer. Cei
onlut la démonstration. 
40
2.4.3 Comparaison entre les diérentes dénitions
Dans e paragraphe on montre les relations entre les trois dénitions d'en-
sembles de rotation brés données au paragraphe préédent.
Théorème 2.45. On a
ρerg(I) ⊂ ρpts(I) ⊂ ρfib(I) = ρmes(I) = Conv (ρerg(I)) .
On sait déjà que l'inlusion ρpts(I) ⊂ ρfib(I) est strite en général (remarque
2.6) et que ρmes(I) = Conv (ρerg(I)) (proposition 2.44). Pour ompléter la
démonstration, il sut de montrer l'inlusion ρerg(I) ⊂ ρpts(I) et l'égalité
ρfib(I) = ρmes(I). On remarque qu'on sait pas s'il existe des exemples où
l'inlusion ρerg(I) ⊂ ρpts(I) est strite.
Proposition 2.46. Soit µ une mesure ergodique dans Mf (N). Alors pour
µ-presque tout point x dans N et tout u dans T1, on a
rotmes(µ) = rotpts(x, u).
En partiulier
ρerg(I) ⊂ ρpts(I).
Démonstration. On rappelle que d'après le lemme 2.40, on peut hoisir un
relevé ν de µ qui est une mesure ergodique dans MF (N × T
1). Comme la
fontion ρf1 : N × T
1 → R est ontinue, d'après le théorème ergodique de










ρf1 dν = ρ(µ) quand n→ +∞.




La proposition préédente nous aidera à montrer l'une des inlusions de
l'égalité des ensembles ρfib(I) et ρmes(I).
Corollaire 2.47. On a
ρmes(I) ⊂ ρfib(I).
Démonstration. D'après la proposition 2.44 et la proposition préédente on
obtient ρmes(I) = Conv (ρerg(I)) ⊂ Conv (ρpts(I)). Comme ρpts(I) ⊂ ρfib(I)
(remarque 2.6) et omme l'ensemble ρfib(I) est onvexe (proposition 2.36), on
onlut
ρmes(I) = Conv (ρerg(I)) ⊂ Conv (ρpts(I)) ⊂ Conv (ρfib(I)) = ρfib(I).

Montrons maintenant la dernière inlusion.
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Proposition 2.48. On a
ρfib(I) ⊂ ρmes(I).
Démonstration. Soit ρ ∈ ρfib(I). Il existe alors une suite stritement roissante




ρfnk(ξk)→ ρ quand k → +∞.







Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (µk)k∈N
onverge vers µ, 'est une mesure de probabilité invariante par f . Pour tout







On note ν une valeur d'adhérene pour la topologie faible de la suite











ρf1 dνk → ρ(µ) quand k → +∞.
Cei montre que ρ appartient à ρmes(I). 
On en déduit le résultat suivant.
Corollaire 2.49. On a
ρfib(I) = ρmes(I).
En partiulier si f est uniquement ergodique, alors ρfib(I) est un singleton.
2.5 Élatement et ensemble de rotation










, où N × T1 est vu omme le bord de
(N × R2) \N . Ainsi, dans e adre, on peut omparer l'ensemble de rotation
loal autour de N et l'ensemble de rotation bré induit. On va s'intéresser
au problème suivant : quand est-e que es deux ensembles de rotation
oïnident ?
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2.5.1 Élatement d'un voisinage de N le long de N
Considérons le diéomorphisme Φ0 de N ×T
1× (0,+∞) et à valeurs dans
(N ×R2) \N déni par (x, u, r) 7→ (x, ru), où T1 est vu omme l'ensemble des
veteurs unitaires de R2. L'extension de Φ0, notée enore Φ0 est une appliation
de lasse C1 de N × T1 × [0,+∞) dans N × R2.
Dénition 2.50. Soit U un voisinage de N . L'élatement de U le long de N
est la paire
(




Dans e paragraphe, on donne la dénition préise d'une appliation éla-
table et on montre qu'un diéomorphisme loal de lasse C1 est élatable.
On onsidère N et N ′ deux variétés diérentiables de lasse C1 ompates
de dimensions n et n′ respetivement. On notera Φ0 et Φ
′
0 les appliations
d'élatement assoiées à N et N ′ respetivement.
Dénition 2.51. Soit U un voisinage de N dans N × R2. On dira qu'une
appliation ontinue H : U → N ′ × R2 telle que H−1(N ′) = N est élatable
s'il existe une appliation ontinue H : Φ−10 (U)→ N
′ × T1 × [0,+∞) telle que
Φ′0 ◦H = H ◦ Φ0 sur U .
Remarque 2.7. 1. Par ontinuité l'appliation H (si elle existe) est unique.
2. Être élatable n'est pas préservé par onjugaison topologique.
Nous allons donner deux exemples d'homéomorphismes élatables lorsque
N est un singleton ('est-à-dire dans le adre des homéomorphismes loaux au
voisinage de 0 dans R2).
Exemple 2.8. L'exemple le plus lassique est le as d'un homéomorphisme H de
R2 xant 0 qui est diérentiable en 0 et dont la diérentielle en 0 est inversible.
L'homéomorphisme induit H orrespond à l'ation de la diérentielle deH en 0
sur l'ensemble des demi-droites issues du point 0. L'appliation Φ0 orrespond
au hangement de oordonnées polaires.
Exemple 2.9. Un autre exemple est le suivant. Supposons qu'un homéomor-
phisme H de R2 laisse invariant une partie ompate onnexe K de R2 qui
n'est pas réduite à un point et telle que R2 \ K soit onnexe. On obtient un
homéomorphisme, noté enore H, de R2 xant 0 en érasant K en un point.
Il est élatable en 0 dans le système de oordonnées donné par la théorie des
bouts premiers de Caratheodory (voir [Car13℄). Cei implique qu'un onjugué
de H est élatable en 0 dans les oordonnées polaires usuelles (au sens de la
dénition 2.51).
Dans la suite, on va généraliser, l'exemple 2.8 i-dessus. Pour toute appli-
ation ontinue H : U → N ′ × R2 et tout x dans N on note H2,x : R
2 → R2
l'appliation dénie par z 7→ P2 ◦H(x, z).
Théorème 2.52. Soit H : U → N ′ × R2 une appliation C1 dénie sur un
voisinage U de N dans N ′ × R2 telle que H−1(N ′) = N . Supposons que pour
tout x ∈ N la diérentielle DH2,x est inversible. Alors H est élatable.
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La démonstration est loale on peut don remplaer N (resp. N ′) par Rn
(resp. Rn
′
). Soit H : Rn × R2 → Rn
′
× R2 une appliation de lasse C1 telle
que H−1(Rn
′
) = Rn et telle que pour tout x ∈ Rn la diérentielle DH2,x est
inversible. On peut don dénir l'appliation
H : Rn × T1 × [0,+∞)→ Rn
′
× T1 × [0,+∞)
par la formule suivante :






, ‖P2 ◦H(x, ru)‖
)






si r = 0,
(2.8)
où PRn′ et P2 sont les projetions sur la première et deuxième oordonnée
respetivement. Le théorème suit alors du lemme suivant.
Lemme 2.53. L'appliation H est ontinue sur Rn × T1 × [0,+∞).
Démonstration. Remarquons d'abord que H = Φ′0 ◦ H ◦ Φ
−1
0 sur
Rn × T1 × (0,+∞). Cei montre que l'appliation H est bien ontinue
en tout point (x, u, r) de Rn × T1 × [0,+∞) ave r 6= 0. Il sut don de
montrer que H est ontinue en haque point (x0, u0) de Rn × T1. De plus
omme N × T1 × [0,+∞) est muni de la topologie produit, il nous sut de
montrer la ontinuité de p′i ◦ H, où i ∈ {1, 2, 3} et p
′
i est la projetion sur la
i-ième oordonnée. La ontinuité de p′1 ◦H et de p
′
3 ◦H suivent de la ontinuité
de H, de la fontion norme et l'hypothèse H−1(N ′) = N .
Montrons maintenant la ontinuité de p′2◦H en un point (x0, u0) de R
n×T1.
Comme H est de lasse C1, on peut développer H omme
H(x+ h) = H(x) +DH(x)(h) + ǫ(x, h) ‖h‖ , (2.9)
où l'appliation x 7→ DH(x) est ontinue sur Rn et l'appliation h 7→ ǫ(x, h)
tend vers 0 quand h tend vers 0. De plus ǫ(x, h) tend vers 0 quand (x, h) tend
vers (x0, 0). Préisons ei. De l'inégalité des aroissements nis, on a
‖H(x+ h)−H(x)−DH(x)(h)‖ ≤ sup
ξ∈[x,x+h]
‖DH(ξ)−DH(x)‖ · ‖h‖ ,
Comme H est de lasse C1 sur un voisinage de Rn, on a bien
‖ǫ(x, h)‖ ≤ sup
ξ∈[x,x+h]
‖DH(ξ)−DH(x)‖ → 0, lorsque (x, h)→ (x0, 0).
D'après la relation (2.9), ave (x, h) ∈ Rn × (R2 \ {0}) et h = ru ave




DH2,x(0)(u) + ǫ2(x, ru)





quand (x, u, r) tend vers (x0, u0, 0). Cei onlut la preuve du lemme.

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On a les onséquenes suivantes.





F est un diéomorphisme de lasse C1 sur un voisinage de N . Alors les appli-
ations F et H = P2 ◦ F sont élatables.
On notera Diff1∗(N × R





qui sont des diéomorphismes de lasse C1 sur un
voisinage de N .
Corollaire 2.55. L'appliation de Diff1∗(N × R
2;N) dans Homeo(N × T1 ×
[0,+∞);N × T1) dénie par
F 7→ F
est ontinue.
Démonstration. La preuve suit diretement de la formule (2.8) de F . 
L'exemple suivant nous montre qu'il ne sut pas d'être diérentiable en
haque point de N ave diérentielle ontinue le long de N pour être élatable.
Proposition 2.56. Il existe un homéomorphisme de T1×R2 diérentiable en
haque point de T1 ave diérentielle ontinue le long de T1, mais qui il n'est
pas élatable.
L'idée de la onstrution est de faire élater une rotation à l'origine.
Fixons d'abord α dans R \Z et trois nombres réels 0 < r1 < r2 < r3. Considé-





(i) ψ(z) = z si ‖z‖ ≤ r1 ou ‖z‖ ≥ r3 et
(ii) ψ(z) = Rα(z) si ‖z‖ = r2.






pour t ∈ (0, 1]. On obtient
ainsi une isotopie entre l'identité et ψ. Finalement, en onsidérant le laet





x 7→ hx =
{
ψ4x2 , si 0 ≤ x ≤ 1/2;
ψ4(x−1)2 , si 1/2 ≤ x ≤ 1





F (x, z) := (x, hx(z)).
Lemme 2.57. L'homéomorphisme F déni au-dessus est diérentiable en
haque point de N = T1 et DF (x) = id pour tout x ∈ N , en partiulier la
diérentielle x 7→ DF (x) dépend ontinûment de x ∈ N , mais F n'est pas
élatable.
Démonstration. Remarquons d'abord que puisque F est l'identité au voisinage
de tout x ∈ T1, x diérent de 0, F est diérentiable en haque point x, x dié-
rent de 0, de T1 et DF (x) = id. Montrons maintenant que F est diérentiable
en (0, 0) et que DF (0, 0) = id. Prenons (x, z) prohe de (0, 0) ave x > 0 (re-
marquons que par onstrution il nous sut de montrer la diérentiabilité par
45
la droite). Comme l'homéomorphisme ψ4x2 est l'identité en dehors du disque
















qui tend vers 0 lorsque (x, z) tend vers (0, 0).
Montrons maintenant que F n'est pas élatable. Fixons u ∈ T1, onsidérons
deux as :
Cas 1. Soit x prohe de 0 et soit r ∈ (0,+∞) tel que r ≤ 2xr1. Alors
Φ−10 ◦ F (x, ru) = (x, u, r).
Cas 2. Soit x prohe de 0 et soit r ∈ (0,+∞) tel que r = 2xr2. Alors
Φ−10 ◦ F (x, ru) = (x, u+ α, r).
Don, en faisant tendre (x, u, r) vers (0, u), on trouve deux limites diérentes
en (0, u). On onlut que F ne peut pas être élatable. 
2.5.3 Démonstration du théorème 1




et I = (Ht)t∈[0,1] une homotopie
entre P2 et P2 ◦F telle que pour tout t ∈ [0, 1], Ht est une appliation ontinue
dénie sur un voisinage U de N et à valeurs dans R2 telle que H−1t (0) = N .
Dénition 2.58. On dira que l'homotopie I = (Ht)t∈[0,1] est élatable si pour
tout t ∈ [0, 1] l'appliation Ht est élatable et l'appliation t 7→ Ht est ontinue.
Ainsi, en supposant que l'homotopie I est élatable, on obtient une homoto-











dénie par H1(x)(u) =









. En onsidérant les appliations Ht : Φ
−1
0 (U)→
R2, pour tout entier n ≥ 1, on dénit la variation moyenne ρn(x, u, r) d'un
point (x, u, r) dans Φ−10 (U). Comme ette fontion est ontinue et oinïde ave
ρn(x, ru) si r 6= 0 et ave le nombre de rotation bré de F , ρ
f
n(x, u) si r = 0,
on obtient le résultat suivant. Par la suite, pour ξ = (x, z) ∈ N× (R2 \{0}), on
notera ξ̂ la projetion sur N×T1 du point Φ−10 (ξ), 'est-à-dire ξ̂ =
(




Lemme 2.59. Soit q ≥ 1 un nombre entier et ǫ > 0 un nombre réel. Alors il
existe Vǫ,q un voisinage de N tel que pour tout ξ ∈ Vǫ,q, on a∣∣∣ρq(ξ)− ρfq (ξ̂)∣∣∣ < ǫ.
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Démonstration. On notera d la distane produit sur N × T1 × [0,+∞) et
Bd(·, ·) les boules assoiées. Soit ǫ > 0 un nombre réel. Comme l'appliation
ρfq : N × T1 → R est uniformément ontinue sur N × T1, il existe un nombre
réel δ > 0, tel que pour tous ξ, ξ
′
∈ N × T1 ave d(ξ, ξ
′
) < δ, on a∣∣∣ρfq (ξ)− ρfq (ξ′)∣∣∣ < ǫ2 .
D'autre part, omme N × T1 ⊂ Φ−10 (U) est ompat, il existe un nombre ni
d'éléments ξ1, · · · , ξn de N×T
1
et des voisinages Vξi
de ξi ave Vξi
⊂ Bd(ξi, δ),
tels que pour tout ξ ∈ Φ0(Vξi
), on a∣∣∣ρq(ξ)− ρfq (ξi)∣∣∣ < ǫ2 .
En onséquene, si ξ ∈ Vǫ,q = Φ0(
⋃n
i=0 Vξi
) et si ξ̂ est la projetion sur N ×T1
du point Φ−10 (ξ), alors ∣∣∣ρq(ξ)− ρfq (ξ̂)∣∣∣ < ǫ.
Cei montre le lemme. 
Etendons maintenant la relation donnée par le lemme 2.59 pour n'importe
quel entier n ≥ 1. Soit n ≥ 1 un entier, grâe à la division eulidienne, on érit
n = anq + rn ave an ∈ N et rn ∈ {0, · · · , q − 1}. Pour ξ ∈ U \ N tel que








































∣∣∣ρfi (ξ)∣∣∣ : ξ ∈ Adhe(Vǫ,q), ξ ∈ N × T1} ,





∣∣∣∣∣ ≤ qann ǫ+ qnMq. (2.10)
En faisant tendre n vers l'inni, on en déduit le théorème suivant.
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et I = (Ht)t∈[0,1] une homotopie entre P2 et P2 ◦F . Supposons que l'homotopie
I est élatable et soit I l'homotopie induite. Alors
ρloc(I) ⊂ ρfib(I).
Démonstration. Soit ρ ∈ ρloc(I). Fixons un entier q ≥ 1, et montrons que ρ
appartient à Dq où
Dq = {ρ
f
q (ξ) : ξ ∈ N × T
1}.
Etant donné un nombre réel ǫ > 0, onsidérons le voisinage Vǫ,q donné par
le lemme 2.59. Comme ρ ∈ ρVǫ,q(I), il existeW voisinage de N inlus dans Vǫ,q
et ρǫ dans ρVǫ,q,W(I) tel que |ρǫ − ρ| < ǫ. Ainsi, il existe une suite d'entiers
(nk)k∈N tendant vers l'inni et de points ξk dans E(Vǫ,q,W, nk) tels que
ρnk(ξk)→ ρǫ quand k → +∞.
Érivons nk = akq + rk ave ak ∈ N et rk ∈ {0, · · · , q − 1}. En utilisant la





∣∣∣∣∣ ≤ qaknk ǫ+ qnkMq.
Remarquons que la suite ( qak
nk
)k∈N tend vers 1, quand k tend vers +∞ et que







Ainsi, en faisant tendre k vers l'inni, on trouve un nombre réel ρfǫ dans Dq tel
que
∣∣∣ρǫ − ρfǫ ∣∣∣ < ǫ. En faisant don tendre ǫ vers 0, on onlut que ρ appartient










on déduit le théorème.

2.5.4 Conséquenes du théorème 1 : théorème 1∗
Voii des onséquenes du théorème 1.
a) Lorsque N est un singleton
Lorsque N est un singleton, F¯ est un homéomorphisme préservant l'orien-
tation du erle et don ρf (I¯) est un singleton (le nombre de rotation déni
par H. Poinaré (voir [Poi85℄). Dans e adre, à l'aide du théorème 2.60, on
retrouve le théorème de V. A. Nashul
′
(voir [Na82℄). Pour une généralisation
dûe à J.M. Gambaudo, P. Le Calvez et E. Péou de e théorème voir [GLP96℄
et aussi [LeR13℄.
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homotopie de l'identité à h. Supposons que l'homotopie I est élatable et soit
I l'homotopie induite. Si ρloc(I) est non-vide, alors
ρloc(I) = ρfib(I).
b) Lorsque F |N est uniquement ergodique





tel que F |N est uniquement ergodique. Soit I une
homotopie entre P2 et P2 ◦ F . Supposons que l'homotopie I est élatable et
soit I l'homotopie induite. D'après le orollaire 2.49, ρfib(I) est un singleton, et
si ρloc(I) est non-vide, d'après le théorème 2.60 ρloc(I) est aussi un singleton.
On rappelle que si F est onservatif, alors l'ensemble de rotation loal, ρloc(I),
est non-vide. On retrouve ainsi le résultat de J.-M. Gambaudo et E. Péou
(voir [GP95℄).




et I une homotopie entre P2 et P2◦F . Supposons que l'homotopie I est élatable
et soit I l'homotopie induite. Si F |N est uniquement ergodique et ρloc(I) est
non-vide, alors
ρloc(I) = ρfib(I¯).
En partiulier le nombre ρfib(I¯) est invariant par onjugaison topologique orien-
tée.
) L'ensemble de rotation loal au-dessus d'une mesure





est bré sur un voisinage U de N , 'est-à-dire que F s'érit sous la forme
F (x, z) = (f(x), hx(z)) sur U . Soit µ une mesure de probabilité sur N qui
est invariante par F |N . On rappelle que si F est bre-onservatif au-dessus
de µ, alors l'ensemble de rotation loal au-dessus de µ, ρloc(I, µ), qui désigne
l'ensemble de rotation loal des points pertinents (x, z) tels que la suite dont
le terme général est la mesure supportée sur l'orbite des itérés de x onverge
vers µ est non-vide (proposition 2.24). On a le résultat suivant. Rappelons que
rotmes(µ) désigne le nombre de rotation moyen dans N × T
1
.





est bré et soit I une homotopie entre P2 et P2 ◦F . Supposons que l'homotopie
I est élatable. Soit µ une mesure dansMF |N (N). Supposons que ρloc(I, µ) est
non-vide. Alors
ρloc(I, µ) = {rotmes(µ)}.
Soit F : N ×T1 → N ×T1 l'homéomorphisme induit par F . Dans e adre,
omme pour tout ξ dans un voisinage de N , ξ̂ désigne la projetion sur N ×T1
du point Φ−10 (ξ), on a PN (F̂ (ξ)) = PN (F (ξ̂)), à l'aide de la proposition 2.34,
on peut améliorer l'inégalité (2.10). En eet, xons un nombre entier q ≥ 1 et
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un nombre réel ǫ > 0. Posons Vǫ,q le voisinage donné par le lemme 2.59. Pour
tout ξ ∈ Vǫ,q tel que F
iq(ξ) ∈ Vǫ,q pour i ∈ N, d'après la proposition 2.34 on a∣∣∣ρfq (F̂ iq(ξ))− ρfq (F iq(ξ̂))∣∣∣ ≤ 1q . (2.11)
D'après les relations (2.10) et (2.11), pour tout nombre entier n ≥ 1 qui s'érit
sous la forme n = anq + rn ave an ∈ N et rn ∈ {0, · · · , q − 1}, on en déduit∣∣∣ρn(ξ)− ρfn(ξ̂)∣∣∣ ≤ q ann ǫ+ ann + 2qn Mq, (2.12)
où Mq = sup1≤i<qmax
{
|ρi(ξ)| ,
∣∣∣ρfi (ξ)∣∣∣ : ξ ∈ Adhe(Vǫ,q), ξ ∈ N × T1}.












Soient ǫ > 0 un nombre réel et q ≥ 1 un nombre entier. Posons Vǫ,q = N ×Vǫ,q
le voisinage donné par le lemme 2.59. Comme ρ appartient à
Adhe(∪W⊂Vǫ,qρVǫ,q ,W,ǫ(I, µ)),
il existeW voisinage de 0 inlus dans Vǫ,q et ρ
′
dans ρVǫ,q ,W,ǫ(I, µ) tel que ρ
′
est
assez prohe de ρ quand ǫ tend vers 0. Ainsi il existe une suite d'entiers (nk)k∈N
qui tend vers l'inni lorsque k tend vers +∞, et des points ξk = (xk, zk) ∈
E(Vǫ,q,W, ǫ)(µ) tels que d(µnk,xk , µ) < ǫn et tels que la suite (ρnk(ξk))k∈N tend
vers ρ′ lorsque k tend vers +∞.
En érivant nk = akq + rk ave ak ∈ N et rk ∈ {0, · · · , q − 1}, d'après la
relation (2.12), on obtient∣∣∣ρnk(ξk)− ρfnk(ξ̂k)∣∣∣ ≤ q aknk ǫ+ aknk + 2qnkMq.
En faisant tendre k vers +∞, quitte à extraire uns sous-suite µnk,xk tend vers
µǫ, et ei implique que ρ
f
nk(ξ̂k) tend vers rotmes(µǫ) don∣∣ρ′ − rotmes(µǫ)∣∣ ≤ 1
q
.
En faisant tendre ǫ vers 0, ρ′ tend vers ρ et la mesure µǫ tend vers µ et ei
implique que rotmes(µǫ) tend vers rotmes(µ). En faisant don tendre q vers
l'inni, on onlut que ρ = rotmes(µ). Ce qu'on voulait montrer. 
d) Homéomorphismes bre-onservatifs
Supposons maintenant que F est de plus bre-onservatif, 'est-à-dire que
F est bre-onservatif au-dessus de toute mesure de probailité invariante par
F |N . Dans e adre nous allons montrer que l'ensemble de rotation loal autour
de N est un intervalle ompat de R.
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qui est bre-onservatif. Soit I une homotopie entre P2 et P2 ◦ F . Supposons
que l'homotopie I est élatable et soit I l'homotopie induite. Alors
ρloc(I) = ρmes(I) = ρfib(I).
En partiulier ρloc(I) est un intervalle ompat de R.
Démonstration. Soit µ une mesure dans MF |N (N). Comme F est bre-
onservatif au-dessus de µ, d'après la proposition 2.24 ρloc(I, µ) est non-
vide et on peut don appliquer le théorème 2.63. Celui-i nous dit don que








D'autre part, d'après le théorème 2.45 et la proposition 2.36, on sait respe-
tivement que ρmes(I) = ρfib(I) et que ρfib(I) est un intervalle ompat de R.
Cei montre le théorème. 
2.6 L'invariant de Ruelle du tore ou du disque vu
omme ensemble de rotation loal
Soit S une surfae ompate dont le bré tangent est trivial. Dans ette
setion, on onsidère des diéomorphismes f isotopes à l'identité de S qui pré-
servent une mesure de probabilité µ. Dans l'artile [Rue85℄ D. Ruelle leur a
assoié un nombre réel, qui a été appelé invariant de Ruelle par rapport à µ,
qui mesure la vitesse asymptotique de rotation de la diérentielle de f par
rapport à µ. On va s'intéresser au problème suivant : existe-t-il un diéomor-




tel que son ensemble de rotation
loal autour de S au-dessus de la mesure µ oïnide ave l'invariant de Ruelle
de f par rapport à µ ?
2.6.1 Le groupe des diéomorphismes
On onsidère une surfae ompate sans bord S et r dans N ∪ {∞}. On
notera Diffr (S) le groupe des diéomorphismes de S dans lui-même de lasse
Cr. On notera aussi, Diffr0 (S) le sous-groupe du groupe Diff
r (S) de eux qui
sont isotopes à l'identité de S parmi les diéomorphismes dans Diffr (S). Soit
f un diéomorphisme dans Diffr0 (S). On onsidère une isotopie (ft)t∈[0,1] de
l'identité à f1 = f à travers Diff
r (S). On peut étendre ette isotopie à tous les
itérés de f en posant, pour tout nombre réel t, ft = ft−[t] ◦ f
[t]
, où [t] désigne
la partie entière de t ∈ R.
2.6.2 Le arré d'un diéomorphisme
On onsidère une surfae ompate sans bord S. Un diéomorphisme f :
S → S induit naturellement un diéomorphisme de S × S dans lui-même,
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appelé le arré de f , déni par : (x, y) 7→ (f(x), f(y)). On dénit la diagonale
de S × S par :
diag(S × S) := {(x, x) : x ∈ S} ⊂ S × S.
On remarque que la diagonale de S×S est une sous-variété ompate de S×S
de odimention 2, diéomorphe à S.
De plus, dans le as du tore T2 qui est identié à R2/Z2, la diagonale de
T2 × T2 a un bré normal trivial. Une trivialisation naturelle du voisinage
tubulaire est :
ψ : (x, y) 7→ (x, y˜ − x˜) ;
où x˜ est un relevé de x et y˜ est le relevé de y, le plus prohe de x˜, ei a un
sens ar la paire (x, y) est prohe de la diagonale.
Ainsi, en utilisant la trivialisation du voisinage tubulaire de la diagonale






F : (x, z) 7→ (f(x), f˜(x˜+ z)− f˜(x˜)),
où x˜ est un relevé de x et f˜ est un relevé de f . De plus, e diéomorphisme
est bré et ne dépend pas du hoix des relevés f˜ et x˜.
2.6.3 Dénition de l'invariant de Ruelle du tore T2




préservant une mesure de pro-
babilité µ. Par la suite, on onsidère la trivialisation du bré tangent naturel
du tore, 'est-à-dire e induit par la struture ane du tore. En utilisant ette
trivialisation du bré tangent du tore T2, la diérentielle, Df , de f induit une
appliation brée de T2×T1. De plus, si (ft)t∈[0,1] est une isotopie entre l'iden-





, alors (Dft)t∈[0,1] est une isotopie entre l'identité
etDf . Soient x ∈ T2, u un vetuer, et onsidérons le hemin v(f, x, u) : R→ T1
déni par :




Choisissons un relevé v˜(f, x, u) : R → R du hemin v(f, x, u). Pour haque
entier n ≥ 1, dénissons
∆n(f, x, u) :=
1
n
(v˜(f, x, u)(n)− v˜(f, x, u)(0)) .
Remarque 2.10. Cette quantité ne dépend pas du hoix du relevé.
Remarquons la proposition suivante (voir proposition 2.34).
Proposition 2.65. Soient u et u′ dans T1. Alors pour tout x dans T2 et tout








∆1(f, x, u) dν,
où ν est un relevé de µ (voir dénition 2.39).
Remarque 2.11. On montre que Rµ(f) ne dépend pas du relevé ν (voir lemme
2.42) ni du hoix de u.
2.6.4 L'invariant de Ruelle du tore vu omme ensemble de
rotation loal




et soit (ft)t∈[0,1] une isotopie entre l'iden-





. Choisissons (f˜t)t∈[0,1] un relevé de l'isotopie
(ft)t∈[0,1] tel que f˜0 est l'identité et posons f˜1 = f˜ . Ainsi les arrés de ft,
t ∈ [0, 1], 'est-à-dire les appliations dénies par :
Ft(x, z) = (ft(x), f˜t(x˜+ z)− f˜t(x˜))
induisent une isotopie, I = (Ft)t∈[0,1] entre l'identité et le arré de f parmi




. D'après les orollaires
2.54 et 2.55 l'isotopie I est élatable et on notera I = (Ft)t∈[0,1] l'isotopie
induite où , F¯t est le diéomorphisme de T




Don, pour tout x dans T2 et u dans T1, on a
∆1(f, x, u) = ρ
f
1(x, u).
On en déduit le lemme suivant qui identie l'invariant de Ruelle ave le nombre
de rotation bré de la mesure µ.




, alors son arré F induit




qui possède une isotopie élatable. De
plus, pour toute mesure de probabilité µ invariante par f , on a
Rµ(f) = rotmes(µ).




préserve une mesure de pro-
babilité sans atome µ sur T2. Le lemme suivant nous permettra de bien dénir
l'ensemble de rotation autour de T2 au-dessus de la mesure de µ du arré de
f .




préservant une mesure de probabilité
sans atome µ sur T2. Alors le arré de f est bre-onservatif au-dessus de la
mesure µ.
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Démonstration. Posons X = supp(µ). Ainsi, pour tout x dans X, et U voisi-
nage de x, on a µ(U) > 0. Soit x ∈ X et B un borélien dans R2 prohe de 0,
posons
µx(B) := µ(π(B) + x),
où π : R2 → T2 est l'appliation quotient. Pour onlure, il nous sut de
vérier que la famille de mesures {µx : x ∈ X} satisfait à toutes les propriétés
de la dénition 2.23.
1. La famille est F -invariante. Soit x ∈ X et soit B un borélien dans R2.
Alors
F∗(µx)(B) = µx(f˜
−1(B + f˜(x˜))− x˜) ;
= µ(f−1(π(B) + f(x))) ;
= µ(π(B) + f(x)) ;
= µf(x)(B).
2. Puisque la mesure µ n'a pas d'atomes, on obtient que µx((x, 0)) = 0.
3. Soit (xn)n∈N une suite dans X qui onverge vers x. Pour B borélien
de R2 et ǫ > 0 on notera Vǫ(π(B)) le ǫ-voisinage de π(B), 'est-à-dire
l'ensemble des points qui sont à distane inférieure à ǫ d'un élément de
π(B). Notons que pour tout ǫ > 0, il existe n0 ∈ N tel que pour tout
entier n ≥ n0, l'ensemble π(B) + xn est ontenu dans Vǫ(π(B) + x).
Utilisant la régularité de la mesure borélienne µ, on a
µ(π(B) + xn) ≤ Vǫ(µ(π(B) + x)) ≤ µ(π(B) + x) + ǫ.




Ainsi pour tout n assez grand, on a
|µ(π(B) + xn)− µ(π(B) + x)| < ǫ.
On onlut don que pour tout borélien B dans R2 la suite (µxn(B))n∈N
tend vers µx(B). Cei implique la ontinuité de la fontion x 7→ µx.
Cei montre le lemme. 
D'après la proposition 2.66 qui dit que l'invariant de Ruelle par rapport
une mesure oïnide ave l'ensemble de rotation bré de ette mesure et le
théorème 2.63 et la proposition 2.24 qui disent que dans le as bre-onservatif
et élatable l'ensemble de rotation loal au-dessus d'une mesure oinide ave
le nombre de rotation de ette mesure, on en déduit la proposition suivante.




préservant une mesure de probabi-
lité sans atome µ sur T2. Alors
{Rµ(f)} = ρloc(I, µ).
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Utilisant l'invariane par onjugaison topologique brée de l'ensemble de
rotation loal au-dessus d'une mesure (2.21), on en déduit le résultat de J.-M.
Gambaudo et E. Ghys (voir [GG97℄). Celui-i nous dit que l'invariant de Ruelle
est un invariant de onjugaison topologique.





qui préservent respetivement les mesures de probabilité
sans atome µ et µ′ sur T2. Soit φ un homéomorphisme dans Homeo0(T
2) tel





Démonstration. Soient F , F ′ et Φ les arrés respetivement de f , f ′ et φ.
L'égalité f ′ = φ◦f ◦φ−1, implique que F ′ = Φ◦F ◦Φ−1. D'après la proposition
2.68 on a {Rµ(f)} = ρloc(I, µ) et aussi {Rµ′(f
′)} = ρloc(I
′, µ′) et d'après la
proposition 2.21 on a ρloc(I
′, µ′) = ρloc(I, µ). On obtient don
{Rµ(f)} = ρloc(I, µ) = ρloc(I
′, µ′) = {Rµ′(f
′)}.
Cei montre la proposition.

Chapter 3
The Loal Rotation Set Is an
Interval
In this hapter we will show Theorems A, B and D assuming Theorem C,
whih will be show at the end of the hapter. We reall Theorem A (Theorem
B is the analogous to Theorem B in the ase of the open annulus).




starting from the identity.




belonging to the interior of the onvex hull of ρloc(I) is
inluded in the rotation set of a ompat invariant set K arbitrarily lose to 0.
3.1 Preliminary results
In this setion, we will reall some denitions and results that we will use in
the rest of the hapter, in partiular the generalization of Brouwer's Translation
Theorem due to P. Le Calvez.
3.1.1 Foliations
Let M be an oriented surfae. By an oriented foliation with singularities F
onM we mean a losed set Sing(F), alled the set of singularities of F , together
with an oriented topologial foliation F ′ on M \ Sing(F), i.e. F ′ is a partition
of M \ Sing(F) into onneted oriented 1-manifold (irles or lines) alled leaf
of F , suh that for every z in M \ Sing(F) there exists a neighborhood U of
z, alled trivializing neighborhood and an oriented preserving homeomorphism
ψ, alled trivialization hart at z mapping U to an open set U ′ of R2 suh that
ψ maps the foliation indued by F in U to the oriented foliation by vertial
lines oriented upwards. By a theorem of Whitney (see [Whi33℄ and [Whi41℄),
all foliations with singularities F an be embedded in a ow, i.e. F is the set
of (oriented) orbits of some topologial ow φ : M × R → M (where the set
of singularities of F oinides with the set of xed points of φ). Therefore, we
an dene the α-limit and ω-limit sets of eah leaf of F as follows: If l is a leaf
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Cl{φ(z, t′) : t′ ≥ t} and α(l) :=
⋂
t∈(−∞,0]
Cl{φ(z, t′) : t′ ≤ t}.
Let F be an oriented foliation with singularities on M . We say that an ar
γ in M \ Sing(F) is positively transverse to F if for every t0 ∈ [0, 1], and ψ
trivialization hart at γ(t0) the appliation t 7→ p1(ψ(γ(t))) is inreasing in a
neighborhood of t0, where p1 denotes the projetion onto the rst oordinate.
3.1.2 Isotopies
An isotopy I = (ft)t∈[0,1] on M is a family (ft)t∈[0,1] of homeomorphisms of
M suh that the map (z, t) 7→ ft(z) is ontinuous on M × [0, 1]. This implies
that the map (z, t) 7→ f−1t (z) is ontinuons, and then we an dene the inverse
isotopy I−1 = (f−1t )t∈[0,1]. Two isotopies I = (ft)t∈[0,1] and I
′ = (f ′t)t∈[0,1] are
said to be homotopi if there exists a family (ft,s)(t,s)∈[0,1]2 of homeomorphisms
of M satisfying
 ft,0 = ft for every t ∈ [0, 1];
 ft,1 = f
′
t for every t ∈ [0, 1]; and
 the map (z, t, s) 7→ ft,s(z) is ontinuous on M × [0, 1]
2
.
Let I = (ft)t∈[0,1] and I
′ = (f ′t)t∈[0,1] be two isotopies on M . Then I ∗ I
′ =
(gt)t∈[0,1] denotes the isotopy dened as
gt =
{
f2t, if 0 ≤ t ≤
1
2
f ′2t−1 ◦ f1, if
1
2 ≤ t ≤ 1.
In partiular if q is an integer, we dene Iq as the isotopy I ∗ · · · ∗ I (q
times) if q ≥ 1 and as I−1 ∗ · · · ∗ I−1 (−q times) if q ≤ −1. Let M be an
oriented surfae, and let I = (ft)t∈[0,1] be an isotopy from f0 = IdM to a
homeomorphism f1 = f . Let π : M˜ → M be the universal overing of M ,
and let I˜ = (f˜t)t∈[0,1] be the lift of the isotopy I suh that f˜0 = IdM˜ . The
homeomorphism f˜ = f˜1 is alled the lift of f assoiated to I. Let z ∈ M , we
all trajetory of z along I the ar t 7→ ft(z). A xed point of f = f1 is said to
be ontratible for I if its trajetory under I is a loop homotopi to a onstant
loop in M . This denition depends only on the lift f˜ assoiated to I. In fat,
it is easy to see that the set of ontratible xed points of I oinides with the
image of the set of xed points of f˜ under π.
3.1.3 The existene of a transverse foliation
Let I = (ft)t∈[0,1] be an isotopy from the identity to a homeomorphism
f1 = f . We say that an oriented topologial foliation F on M is transverse to
I, if for every z ∈M , there exists an ar whih is homotopi to the trajetory
of z along I and is positively transverse to F . We know that F is transverse to
I persists on small perturbations of F (see Lemma 3.1.3 from [LeR13℄). More
preisely, let F be an oriented topologial foliation on M . Let ψ : [0, 1]2 →M
be a ompat hart, that is an injetive map, whih maps eah vertial line
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oriented upwards in [0, 1]2 to a leaf of F . For every real number ǫ > 0, we write





where dM is a metri on M whih indues the topology of M . A family of
ompat harts (ψα)α is said to be loally nite in M if every point x ∈
M belongs only a nite number of ψα([0, 1]
2) (more details an be found in
[LeR13℄).
Proposition 3.1.1 (F. Le Roux, Lemma 3.1.3 [LeR13℄). Let I be an isotopy
onM . Let F be an oriented topologial foliation onM transverse to I. Suppose
that there exist a family (ψα)α of ompat harts of F whih is loally nite in
M , and a positive real sequene (ǫα)α. Then every oriented foliation F
′
on M





is positively transverse to I too.
The following theorem due to P. Le Calvez is a generalization of Brouwer's
Translation Theorem.
Theorem 3.1.2 (P. Le Calvez, Theorem 1.3 [LeC05℄). Let I be an isotopy on
M from the identity to a homeomorphism f . If I does not have any ontratible
xed point, then there exists an oriented foliation F whih is transverse to I.
Remark 1. By a remark due to P. Le Calvez (see [LeC05℄), the oriented fo-
liation F is transverse to the isotopy I if and only if in the universal ov-
ering, eah leaf l˜ of the lift F˜ of the foliation F is an oriented Brouwer's
line for f˜ the lift of f assoiated to I. More preisely, by Shoenïes' Theo-
rem, there exists an orientation preserving homeomorphism h of R2 suh that
h ◦ l˜(t) = (0, t), for every t ∈ R. Then we write R(l˜) = h−1((0,+∞) × R) and
L(l˜) = h−1((−∞, 0) × R). We say that l˜ is an oriented Brouwer's line for f˜ if
f˜−1(l˜) ⊂ L(l˜) and f˜(l˜) ⊂ R(l˜).
Sine the set of ontratible xed points is in usually non-empty, one needs
some additional modiations before using the previous theorem. In the loal
ase, we an use a result of F. Le Roux.





from the identity to a homeomorphism f . Suppose that I
does not have any ontratible xed point on a neighborhood U of 0. Then there
exists a homeomorphism f¯ of the plan whih oinides with f in a neighborhood
U ′ ⊂ U of 0, and whih does not have any ontratible xed point in R2 \ {0}.
3.1.4 Dynamis of the transverse foliation with two singulari-
ties
In this subsetion, we onsider the open annulus A = T1 × R. We denote
by N (resp. S) the upper (resp. lower) end of A and by Aˆ the end ompati-
ation of A whih is a topologial spae homeomorphi to the two-dimensional
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sphere. Suppose that the isotopy I ′ = (f ′t)t∈[0,1] from the identity to f has no
ontratible xed points. Thus, we an apply Theorem 3.1.2, and we obtain
an oriented topologial foliation F ′ on A whih is transverse to I ′. Then one
an extend I ′ to an isotopy I = (ft)t∈[0,1] on Aˆ that xes the ends of A, that is
ft(N) = N and ft(S) = S for every t ∈ [0, 1]. Similarly, the foliation F
′
an be
extended to an oriented topologial foliation with singularities F on Aˆ where
the singularities are the ends of A. In this ase P. Le Calvez proved that F
is also loally transverse to I at eah end of A (see [LeC08℄), that is, for every
neighborhood Uˆ of an end zˆ0 of A there exists a neighborhood Vˆ ontained
in Uˆ suh that for every z ∈ Vˆ \ {zˆ0} there is an ar ontained in Uˆ whih is
positively transverse to F and homotopi in Uˆ to the trajetory of z along I.
Proposition 3.1.4 (P. Le Calvez, Proposition 3.4 [LeC08℄). The oriented
foliation F is loally transverse to I at eah end of A.
On the other hand, we an apply the theorem of Poinaré-Bendixson to F
seen as a ow (see [dMP82℄).
Theorem 3.1.5 (Poinaré-Bendixson' Theorem). Let F be an oriented folia-
tion on Aˆ whose singularities are the ends of A. For every leaf l of F one of
the following possibilities holds:
(i) the ω-limit set of l is a losed leaf of F ,
(ii) the ω-limit set of l is redued to an end of A, or
(iii) the ω-limit set of l is onstituted of ends of A and leaves l′ joining two
ends (eventually the same) of A.
One has the same possibilities for the α-limit set of l. Moreover for every
non-losed leaf either
(iv) the sets ω(l) and α(l) are redued to the same end of A, or
(v) the sets ω(l) and α(l) are disjoints.
We reall the following fat (see for example setion 3.2 of [Hae62℄).
(1) The union of the losed leaves of F is losed.
By Poinaré-Bendixson Theorem and the transversality of F and I, we
have the following properties:
(2) every losed leaf γ separates N and S, i.e. N and S belong to distint
onneted omponents of Aˆ \ γ, and
(3) every losed leaf γ is f -free, i.e. f(γ) ∩ γ = ∅.
Moreover we have the following result due to F. Le Roux (see [LeR00℄ and
[LeR04℄),
(4) either the foliation F has reurrene, that is there is a leaf l of F suh
that α(l)∪ω(l) is not ontained in {N,S}, or there is a leaf l of F whih
joins N and S, i.e. either α(l) = N and ω(l) = S or α(l) = S and
ω(l) = N .
We dedue the following properties in a neighborhood of an end zˆ0 of A.
We say that zˆ0 is aumulated by losed leaves of F , if every neighborhood of
zˆ0 ontains a losed leaf of F .
Non-aumulated ase: Suppose that zˆ0 is not aumulated by losed
leaves of F . Then there exists a leaf l of F suh that either α(l) = zˆ0 or
ω(l) = zˆ0.
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Proof. Firstly, suppose that F has losed leaves. Let z ∈ A losed enough to
zˆ0 and let lz be the leaf of F ontaining z. Items (iv) and (v) from Theorem
3.1.5, imply that α(lz) or ω(lz) ontains zˆ0. Thus lz or the leaf l given by item
(iii) from Theorem 3.1.5 has its ω-limit set or α-limit set redued to zˆ0.
Next, suppose that F has reurrene, but not losed leaves. Let l be a leaf of
F suh that α(l) ∪ ω(l) is not ontained in {N,S}. Hene by Theorem 3.1.5
either α(l) or ω(l) ontains zˆ0. One onludes, as in the rst part.
Finally, if F does not have reurrene, then by Property (4) there exists a leaf
of F whose α-limit set or ω-limit set is redued to zˆ0. This ompletes the
proof. 
Aumulated ase: Suppose that the end zˆ0 is aumulated by losed
leaves of F . Using a hart entered at zˆ0 we an suppose that F is a foliation
on a neighborhood of 0 ∈ R2. Let us x a losed leaf γ of F and put Uˆ the
losure of the onneted omponent of omplement of γ ontaining 0. Let C
be the union of all losed leaves of F ontained in Uˆ . This is a losed set of
Uˆ \ {0}. The losed leaves are totally ordered by the relation of inlusion of
the onneted omponent of their omplements ontaining 0. By Shoenies'
Theorem, we an onstrut a homeomorphism of the plane, whih maps eah
losed leaf of F to a Eulidean irle entered at 0. Let A be a onneted
omponent of the omplement (in Uˆ) of C ∪ {0}. The set A is delimited by
two losed leaves ∂+A and ∂−A, and for every leaf l of F inluded in A we
have either α(l) = ∂+A and ω(l) = ∂−A or α(l) = ∂−A and ω(l) = ∂+A.
Moreover all these leaves have the same α-limit and ω-limit sets. Hene, the
foliation on the losure of A is homeomorphi to a Reeb omponent or a spiral
on T1 × [0, 1].
3.2 Loal Case
In this setion we will introdue the denition of the loal rotation set and
we will show Theorem A assuming Theorem C.
3.2.1 Denitions
The entered plane
We denote by R2 the plane endowed with its usual topology and orientation.
We denote by 0 the point (0, 0) of the plane R2. Let γ be a non-ontratible
Jordan urve in R2\{0}. We all interior of γ (resp. exterior of γ) the onneted










the set of all homeomorphisms of the plane isotopi





is isomorphi to Z (see [Ham74℄). More preisely, onsider
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J = (Rt)t∈[0,1] the isotopy dened by:
Rt(x, y) := (x cos(2πt) + y sin(2πt),−x sin(2πt) + y cos(2πt)).
If I = (ft)t∈[0,1] and I




both from the identity to the same homeomorphism f1 = f
′
1, then there exists
a unique integer q ∈ Z suh that I ′ is homotopi (with xed endpoints) to
Jq ∗ I.
The loal rotation set









from the identity to f . We will
give the denition of the loal rotation set of I due to F. Le Roux (see [LeR13℄).
Let π : R × (0,+∞) → R2 \ {0} be the universal overing of R2 \ {0} and let
I˜ = (f˜t)t∈[0,1] be the lift of the isotopy I to the universal overing of R
2 \ {0}
suh that f˜0 = Id, one denes f˜ := f˜1. Given z ∈ R
2 \ {0}, and an integer
n ≥ 1 we onsider ρn(z) the average hange of angular oordinate along the






where p1 : R× (0,+∞) → R is the projetion on the rst oordinate and z˜ is
a point in π−1(z). Given two neighborhoods V and W of 0 with W ⊂ V , we







{ρn(z) : z /∈W, f
n(z) /∈W, and z, · · · , fn(z) ∈ V }
 ,
where the losure is taken in R := R ∪ {+∞} ∪ {−∞}. Next we dene the
loal rotation set of I relative to V by





where W is a neighborhood of 0 inluded in V . Finally we dene the loal





where V is a neighborhood of 0
Remark 2. If we try to generalize the notion of rotation set of the losed









i(z) ∈ V for all i ∈ {0, · · · , n}}
 .
However, in this setting the invariane by onjugation fails, for example the
two ontration mapping z 7→ 12z and z 7→
i
2z are onjugate but they will to
have {0} and {14} by loal rotation set respetively.
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Remark 3. The loal rotation set ρloc(I) only depends on the hoie of the
homotopy lass of I, i.e. if I1 and I2 are two isotopies from the identity to the
same homeomorphism whih are homotopi, then ρloc(I1) = ρloc(I2).
The loal rotation set veries the following properties.





to f . For every integer p let Jp = (Rpt)t∈[0,1]. Then
1. The loal rotation set of I is invariant by oriented topologial onjugay.
2. For every p, q ∈ Z, we have ρloc(J
p ∗ Iq) = q ρloc(I) + p.
Remark 4. One an dene the following stronger and stronger notions:
(1) Every neighborhood of 0 ontains a ontratible xed point z 6= 0 of I.
(2) Every neighborhood of 0 ontains a ompat and f -invariant set K not
ontaining 0 suh that 0 belongs to ρK(I).
(3) Every neighborhood V of 0 ontains a ompat (non-invariant) set K
suh that ρK(I) ⊂ ρV (I) and 0 belongs to ρK(I).
Note that (1)⇒ (2)⇒ (3), and (3) implies that 0 belongs to ρloc(I).
3.2.2 Main result: Proof of Theorem A
The purpose of this paragraph is to dedue Theorem A from Theorem C.




from the identity to a homeomorphism
f . Sine the loal rotation set ρloc(I) is losed and Q is dense in R, in order to
prove Theorem A it is suient to show that every irreduible rational number
p
q
whih belongs to the interior of the onvex hull of ρloc(I) belongs to the loal
rotation set. Moreover, by onsidering Jp∗Iq instead of I, we may assume that
p = 0 and q = 1. This follows from the formula relating the loal rotation sets
of I and Jp ∗ Iq (Proposition 3.2.1). Thus, we redued the proof of Theorem
A to proving the following theorem.




from the identity to a
homeomorphism f . Suppose that the loal rotation set ρloc(I) ontains both
positive and negative real numbers. Then 0 belongs to ρloc(I). More preisely,
for every V neighborhood of 0, there exists an f -invariant and ompat set K
in R2 \ {0} ontained in V , suh that 0 belongs to ρK(I).
Remark 5. Theorem A
∗
implies that Property (2) of Remark 4 holds.
Example. There is a homeomorphism f of R2 whih satises Property (2) but
not Property (1) of Remark 4. To onstrut f , we start with a twie Reeb's
homeomorphism f ′1 dened on the ompat annulus D0 = {z ∈ R
2 : 1 ≤ ‖z‖ ≤
3} in R2 satisfying:
(i) f ′1 xes the irles ci, where i ∈ {1, 2, 3} and ci = {z ∈ R
2 : ‖z‖ = i} ⊂
D0.
(ii) f ′1|c1 and f
′
1|c3 at as a rotation Rβ with angle β > 0 and f
′
1|c2 ats as
a rotation Rα with angle α < 0.
(iii) f ′1 does not have xed points in D0.
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Let I ′ = (f ′t)t∈[0,1] be the natural isotopy on D0 from the identity of D0 to f
′
1.
We dene ft : R







3n ≤ ‖z‖ ≤
1
3n−1 , n ∈ Z
ft(0) = 0
Let I = (ft)t∈[0,1] be the isotopy from the identity to f = f1. For every integer
n ∈ N, let us put Dn =
1
3nD0. Then 0 belongs to ρDn(I) but f does not have
any xed point z 6= 0.
For the proof of Theorem A
∗
one introdues the following property.





the loal intersetion property if there exists a neighborhood V of 0, suh that
every Jordan urve γ ontained in V and non-ontratible in R2 \ {0} meets
its image under f , i.e. f(γ) ∩ γ 6= ∅.
Frédéri Le Roux proved Theorem A* (see [LeR13℄) in the ase when the
homeomorphism f satises the loal intersetion property. He proved some-
thing better: in this ase the loal rotation set detets some xed points, that
is Property (1) of Remark 4 holds. This follows from the following proposition
whih will be proved in the next subsetion.





to a homeomorphism f . Suppose that the loal rotation set, ρloc(I), ontains
both positive and negative real numbers. Then one of the following ases holds:
Case (a) Every neighborhood of 0 ontains a ontratible xed point z 6= 0.
Case (b) The homeomorphism f does not satisfy the loal intersetion prop-
erty, and every neighborhood of 0 ontains three pairwise disjoint, f -free Jordan
urves γ0, γ1 and γ2 whih are non-ontratible in R
2 \ {0} with γi+1 inluded
in the interior of γi for i ∈ {0, 1} and suh that the losed annulus Ai delimited
by γi and γi+1 satises:
(i) the maximal f -invariant set Θ(Ai) of Ai is non-empty, and
(ii) the set ρΘ(A0)(I) is ontained in one of the sets (0,+∞) or (−∞, 0)
and the set ρΘ(A1)(I) is ontained in the other one.
We reall that this proposition is an adaptation of the following result for
homeomorphisms of the losed annulus T1 × [0, 1]. This result was proved by
P. Le Calvez for dieomorphisms in [LeC91℄, but by Theorem 3.1.2 it is also
valid for homeomorphisms.
Theorem 3.2.4 (P. Le Calvez [LeC91℄, [LeC05℄). Let f : T1×[0, 1]→ T1×[0, 1]
be a homeomorphism isotopi to the identity with a lift f˜ : R×[0, 1]→ R×[0, 1]
that has no xed points and whose rotation set ontains both negative and
positive real numbers. Then there exists a nite non-empty family {γi} of
essential, pairwise disjoint and f -free Jordan urves suh that the maximal
invariant sets of the losed annulus delimited by two onseutive urves has
rotation set ontained either in (0,+∞) or in (−∞, 0).
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Now we show that Proposition 3.2.3 and Theorem C imply Theorem A
∗
.
End of the proof of Theorem A
∗





from the identity to a homeomorphism f . Suppose that
the loal rotation set ρloc(I) ontains both positive and negative real numbers.
One onsiders the dierent ases of Proposition 3.2.3. In the ase (a), we are
done. On the other hand, if ase (b) of Proposition 3.2.3 holds, we an apply
Theorem C, whih says that 0 belongs to ρΘ(A)(I) where Θ(A) is the maximal
invariant set of A = A0 ∪ A1. This ompletes the proof of Theorem A
∗
. 
3.2.3 Proof of Proposition 3.2.3
Let I, f satisfy the hypotheses of the proposition. We prove Proposition
3.2.3 assuming that ase (a) does not hold, i.e. there is a neighborhood of
0 that does not ontain any ontratible xed point. By Theorem 3.1.3,
hanging f in the omplement of a Jordan domain ontaining 0, we may
suppose that f does not have any ontratible xed point in R2 \ {0}. Thus,
we an apply Theorem 3.1.2 and we obtain an oriented foliation F dened in
R2\{0} whih by Proposition 3.1.4 is loally transverse to I at 0. The foliation
F an be extended to an oriented topologial foliation with singularities on the
end ompatiation of R2\{0} where the singularities are the ends of R2\{0}.
Lemma 3.2.5. In this ase, the losed leaves of F aumulate at 0.
Proof. Otherwise, from at the end of  3.1.4 there exists a leaf l of F whose ω-
limit or α-limit set is redued to {0}. The following lemma implies that either
ρloc(I) ⊂ [0,+∞] or ρloc(I) ⊂ [−∞, 0]. This ontradits our hypotheses. 




and let F be a foliation
positively transverse to I. Suppose that F admits a leaf l suh that either
ω(l) = {0} or α(l) = {0}. Then either ρloc(I) ⊂ [0,+∞] or ρloc(I) ⊂ [−∞, 0].
Proof. Without loss of generality, we may suppose that α(l) = {0}. In ad-
dition, onjugating f by Φ (given by Shoenies' Theorem), we may suppose
that the negative half-leaf l− ontaining one point of l is ontained in the pos-
itive x-axis. Let U be a Eulidean irle entered at 0 whose boundary meets
l−. By Proposition 3.1.4, F is loally transverse to I at 0. Let V be a neigh-
borhood of 0 ontained in U given by the loal transversality of F to I at 0:
the trajetory of eah z ∈ V along I is homotopi, with xed endpoints, to an
ar αz whih is positively transverse to F and is inluded in U . In partiular,
the ars αz an ross l
−
only downwards. More preisely, let f˜ be the lift of
f assoiated to I, and let F˜ be the lift of F . Let U˜ and V˜ be lifts of the sets
U \ {0} and V \ {0} respetively. Let l˜− be the lift of l− ontained in the line
{0}× (0,+∞). Let z ∈ V \{0} and let n ∈ N suh that {z, · · · , fn−1(z)} ⊂ V .
Let z˜ be the lift of z suh that 0 < p1(z˜) ≤ 1 and αz˜ the lift of the ar αz from
z˜. Sine the ar α
f˜n−1(z˜)
∗ · · · ∗ αz˜ is positively transverse to F˜ and does not
meet the boundary of U˜ , we obtain that p1(f˜










This implies the inlusion ρV (I) ⊂ [0,+∞], and so ρloc(I) ⊂ [0,+∞]. This
ompletes the proof. 
In the sequel, we suppose that the losed leaves of F aumulate at 0
and that all losed leaves of F are Eulidean irles entered at 0 (see the
desription at the end of  3.1.4). We remark that F annot oinide with the
oriented foliation in Eulidean irles entered at 0 on a neighborhood of 0.
Otherwise, f is onjugated to a homothety.
We will onsider the set A of all losed annuli A whose boundary ompo-
nents are losed leaves of F , and whih do not ontain any losed leaf of F in
their interiors. By Poinaré-Bendixson Theorem (Theorem 3.1.5) the foliation
on A is a Reeb omponent or a spiral.
For every annulus A ∈ A, we write ∂+A and ∂−A its two boundary om-
ponents with ∂−A inluded in the interior of ∂+A.
Denition 3.2.7. We say that the foliation F goes from ∂+A to ∂−A (resp.
from ∂−A to ∂+A) on the annulus A ∈ A, if all the leaves of F in the interior
of A have ∂+(A) (resp. ∂−A) as their α-limit set and ∂−(A) (resp. ∂+A) as
their ω-limit set.
We have the following lemma.
Lemma 3.2.8 (P. Le Calvez, [LeC91℄). Suppose that the foliation F goes from
∂−A to ∂+A on the annulus A ∈ A. Let Θ(A) the maximal invariant set of
A. Then the set ρΘ(A)(I) (eventually empty) is ontained in (0,+∞).
Proof. Sine eah boundary omponent of the annulus A is f -free, we dedue
that Θ(A) is inluded in the interior of A. For z ∈ Θ(A) by transversality
of F and I there exists an ar αz joining z and f(z), homotopi (with xed
endpoints) to the trajetory of z along the isotopy I, and whih is transverse to
the foliation F . Moreover from the fats that z and f(z) are both in the interior
of A, we dedue that αz is also inluded in the interior of A. We an nd an
annulus A′ whose boundary omponents are Jordan urves not ontratible in
R2 \ {0} suh that the set Θ(A) = f(Θ(A)) is inluded in A′. Considering
a hange of oordinates, we an assume that the boundary omponents of A′
are Eulidian irles entered at 0, and that the foliation indued by F on A′
oinides with the radial foliation with the leaves toward 0. By transversality,
for every z ∈ Θ(A) and every integer n ≥ 1, we have that ρn(z) is positive.
Sine Θ(A) is a ompat set, we dedue that ρΘ(A)(I) is inluded in (0,+∞).
This ompletes the proof. 
In the sequel, A′ denotes the subset of A onsisting of the annuli A ∈ A
whose maximal invariant set is non-empty. From the above proposition, we
an onsider the following denition.
Denition 3.2.9. We say that A ∈ A is a positive annulus if ρΘ(A)(I) ⊂
(0,+∞). We dene a negative annulus similarly.
Lemma 3.2.10. Under the hypotheses of Proposition 3.2.3, we have
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(i) the set A′ is loally nite in R2 \{0}, i.e. every ompat set in R2 \{0}
an meet only a nite number of elements of A′; and
(ii) both positive and negative annuli aumulate at 0.
Proof. Proof of item (i). Let A′′ be the subset of A onstituted of the annuli
A ∈ A that meet its image under f i.e. f(A) ∩ A 6= ∅. Remark that A′ ⊂ A′′,
and so it sues to prove that the set A′′ is loally nite in R2 \{0}. This will
be a onsequene of the following lemma.
Lemma 3.2.11. Let γ+ and γ− be two losed leaves of F with γ− ontained
in the interior of γ+. Let Aγ+,γ− be the losed annulus delimited by γ
+
and
γ−. Then there is a nite number of elements of A′′ metting Aγ+,γ−.
Proof. We know that the spae of losed leaves of F inluded in Aγ+,γ− is
ompat and that every losed leaf of F does not meet its image under f
(Properties (1) and (4) of 3.1.4). Hene, we an onsider the real number




where γ is a losed leaf of F ontained in Aγ+,γ− and for C,D two subsets
of R2, dist(C,D) := infc∈C,d∈D ‖c− d‖ and ‖·‖ is the Eulidean distane in
R2. Let us prove that all A ∈ A′′ satises dist(∂+A, ∂−A) ≥ ǫ. Indeed, if
f(A) ∩ A 6= ∅, then either f(∂+A) ∩ A 6= ∅ or f(∂−A) ∩ A 6= ∅. Suppose that
the rst ase holds (the proof is similar in the seond ase). Let z ∈ ∂+A
suh that f(z) ∈ A. Hene, there exist real numbers t− ≤ 1 ≤ t+ suh that
z− = t−f(z) ∈ ∂−A and z+ = t+f(z) ∈ ∂+A. Using the fat that ∂−A and
∂+A are Eulidean irles entered at 0, we dedue that
ǫ ≤ dist(f(∂+A), ∂+A) ≤
∥∥f(z)− z+∥∥ ≤ ∥∥z− − z+∥∥ = dist(∂−A, ∂+A).
Sine the annulus Aγ+,γ− an be overed by a nite number of annuli A satis-
fying dist(∂+A, ∂−A) ≥ ǫ the proof follows. 
This ompletes the proof of item (i).
Proof of item (ii). Suppose by ontradition that there exists a neigh-
borhood of 0 whih does not ontain any positive annulus (the other ase is
proved in a similar way). There are two ases.
Case 1: There exists a neighborhood of 0 whih does not ontain any
annulus A on whih the foliation F goes from ∂−A to ∂+A. We an nd a
small perturbation F ′ of F whih breaks all losed leaves of F lose to 0.
From Proposition 3.1.1 the foliation F ′ is also transverse to I and all leaves
of F ′ are spirals whose ω-limit set is {0}. Hene by Lemma 3.2.6, the loal
rotation set ρloc(I) is ontained in [−∞, 0], ontraditing our hypotheses.
Case 2: In the other ase, every annulus A lose enough to 0 on whih F
goes from ∂−A to ∂+A have maximal invariant set empty (we are assuming
this). We will onstrut an intermediary foliation F∞ whih is transverse
to the isotopy I and suh that there is a neighborhood of 0 whih does
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not ontain any annulus A on whih the foliation F∞ goes from ∂
−A to
∂+A. Then we an onlude as in the Case 1. The onstrution has three steps.
1st step: We an replae F on eah annulus A ∈ A \ A′′ (annulus whih
that does not meet its image under f ), by the foliation in Eulidean irles
entered at 0. We remark that this foliation is also transverse to I.
2nd step: Reall that by hypothesis every annulus A (inluded in a small
neighborhood of 0) on whih the foliation F goes from ∂−A to ∂+A has maxi-
mal invariant set empty. We will use the following lemma. We inlude a sketh
of its proof.
Lemma 3.2.12 (F. Le Roux, [LeR13℄). Suppose that the maximal invariant
set of the annulus A ∈ A is empty. Then there exists an annulus Aˆ ontaining
A whose boundary is the union of ∂+A and fn(∂−A) for some integer n, and
a foliation Fˆ whose leaves γˆ in Aˆ are losed and suh that f(γˆ) is situated on
the right of the oriented leaf γˆ.
Sketh of the proof. For two disjoint Jordan urves α and β, we write α < β
if β is ontained in the interior of α. Sine the invariant set of A is empty, we
an suppose that there exists an integer n suh that ∂−A < fn(∂+A). Sine
the losed leaves ∂+A and ∂−A are f -free, they projet to two simple urves





were A∂+A,f(∂+A) is the annulus delimited by the urves ∂
+A and f(∂+A).
These are homotopi urves, so we an nd a family of urves (αt)t∈[0,1] lifting
this isotopy. For every t ∈ [0, 1] hoose a urve βt suh that
αt < βt < f(αt).
In partiular for every t ∈ [0, 1] the annulus delimited by the urves αt and βt
is f -free. By ompatness we an nd real numbers 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1
suh that for every i ∈ {0, · · · ,m− 1}, we have that
αti+1 < βti < f(αti+1),
and in partiular the annulus delimited by the urves βti and f(αti+1) is f -free.
For i ∈ 0, · · · ,m we write γi = f
i(αti) and δi = f
i(βti). We have
∂+A = γt0 < δt0 < · · · < δtm−1 < γtm = h
n(∂−A).
Moreover every two onseutive urves of this sequene delimit a f -free annu-
lus. Sine above, we an replae on eah of theses annuli by the foliation in
losed leaves. These foliations an be pasted for to obtain a foliation Fˆ whose
leaves in the annulus Aˆ are losed. This ompletes the proof. 
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By the previous lemma, we obtain a foliation in losed leaves on the annulus
Aˆ delimited by ∂+A and fn(∂−A), this foliation an be pasted with the folia-
tion F on the exterior of ∂+A, and with the foliation (fn)∗F in the interior of
fn(∂−A) by to obtain a new foliation FA,n whih is transverse to the isotopy I.
3rd step: The intermediary foliation F∞ is onstruted as the limit of a
sequene of foliations (Fn)n∈N whih is a stationary sequene on every ompat
set of R2 \ {0}. By the rst step and the fat that A′ is loally nite, the set
of annuli A on whih F goes from ∂−A to ∂+A aumulate only at 0 and is
a ountable set. Let (An)n∈N denote the ordered family of all suh annuli,
i.e. for every integer n ≥ 1, the annulus An−1 is ontained in the unbounded
onneted omponent of R2 \ An. By hypothesis the maximal invariant set of
A0 is empty, so by the seond step we obtain a foliation F0 = FA0,m0 whih
oinides with the foliation in losed leaves on Aˆ0 (annulus delimited by ∂
+A0
and fm0(∂−A0) for some integer m0), with F on the exterior of ∂
+A0, and with
the foliation (fm0)∗F in the interior of f
m0(∂−A). In a similar way, we obtain
a foliation F1 := (F0)fm0 (A1),m1 . Iterating this proess, we an onstrut the
sequene (Fn)n∈N. Let F∞ be the limit of the sequene (Fn)n∈N. Sine, by
onstrution eah leaf l∞ of F∞ is an iterate of one leaf of l of either F or
the foliation Fˆ provided by the previous lemma, i.e. l∞ = f
n(l), the remark
following Theorem 3.1.2 implies that the limit foliation obtained F∞ also is
transverse to I. As F∞ is as Case 1, we omplete the proof of item (ii). 
End of the proof of Proposition 3.2.3: If the ase (a) does not hold, then items
(i) and (ii) of Lemma 3.2.10 hold. Let V be a neighborhood of 0. Sine both
negative and positive annuli aumulate 0 and the olletion of them is loally
nite, there are a negative annulus A− and a positive annulus A+ inluded in
V suh that the annulus A (eventually an empty set) between A+ and A− has
maximal invariant set empty. We an suppose that A− is inluded in the losure
of the interior of ∂−A+. Thus γ0 = ∂
+A+, γ1 = ∂
+A− and γ2 = ∂
−A− satisfy
the ase (b) of the proposition, beause ρA∪A−(I) = ρA−(I). This ompletes
the proof. 
3.3 Case of the Open Annulus
In this setion we will introdue the denition of the rotation set in the
open annulus and we will show Theorem B assuming Theorem C.
3.3.1 Denitions
The open annulus
We will denote by T1 the unit irle of the plane and by A := T1 × R the
open annulus. We endow the annulus A with its usual topology and orientation.
We denote by N (respetively S) the upper (respetively lower) end of A and
by Aˆ the end ompatiation of A whih is a topologial spae homeomorphi
to the two-dimensional sphere. A Jordan urve γ in A is alled essential if
its omplement has two unbounded onneted omponents. We denote by UNγ
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The set Homeo0 (A)
We denote by Homeo0 (A) the set of all homeomorphisms of the open annu-
lus A whih are isotopi to the identity. We reall that every homeomorphism
f in Homeo0 (A) an be extended to a homeomorphism fˆ of the end ompat-
iation of A and this homeomorphism xes both ends of A.
The rotation set of the annulus
In this paragraph, we onsider a homeomorphism f in Homeo0 (A). Let I
be an isotopy in Homeo0 (A) from the identity to f . We will give the denition
of the rotation set of I due to J. Franks (see [Fra96℄).
If z ∈ A, we onsider ρn(z) the average hange of angular oordinate along







{ρn(z) : z ∈ K, f
n(z) ∈ K}
 .
where the losure is taken in R := R ∪ {+∞} ∪ {−∞}.






where K is a ompat set in A.
Remark 6. The rotation set ρann(I) only depends on the hoie of the homotopy
lass of I.
As above the rotation set veries the following properties.
Proposition 3.3.1. Let I be an isotopy in Homeo0 (A) from the identity to
f . For every integer p let Jp = (Rpt)t∈[0,1]. Then
1. The rotation set of I is invariant by oriented topologial onjugation.
2. For every p, q ∈ Z, we have ρann(J
p ∗ Iq) = q ρann(I) + p.
Other rotation sets in the open annulus
In this paragraph, we introdue other rotation sets in A suh as the
measured rotation set of an f -invariant ompat subset of A and also the loal
rotation set relative to a neighborhood at eah end of A.
Given a ompat and f -invariant set K in A, we will denote byMf (K) the
set of all f -invariant Borel probability measures whose support is ontained in
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K. This is a ompat and onvex set in the weak topology. If µ ∈ Mf (K), we





Then, we dene the measured rotation set of K as:
ρmes(K, I) := {ρ(µ) : µ ∈Mf (K)}.
This set is always a ompat interval. More preisely, we have the following
result.
Lemma 3.3.2. Let K be a ompat and f -invariant set in A. Then
(1) The set ρK(I) is a ompat set in R. If K is a onneted set, then
ρK(I) is a ompat interval.
(2) The set ρmes(K, I) oinides with the onvex hull of ρK(I).
Proof. The proof of item (1) is as in the proof of Proposition 2.36. The proof
of item (2) is as in the proof of Theorem 2.45. 
On the other hand, let zˆ0 be an end of A and let Vˆ be a neighborhood
of zˆ0. We onsider an oriented preserving homeomorphism ψ mapping Vˆ to a






where i(S) = +1, i(N) = −1 and ρ
ψ(Vˆ )(ψIψ
−1) is the loal rotation set relative
to ψ(Vˆ ) dened in  3.2.1.
Remark 7. By Proposition 3.2.1, this denition does not depend on the hoie
of the homeomorphism ψ.
3.3.2 Main result: Proof of Theorem B
The purpose of this subsetion is to prove Theorem B assuming Theorem
C.
As we have seen in  3.2.2 in order to proof Theorem B, it sues to prove
the following theorem.
Theorem B*. Let I be an isotopy in Homeo0 (A) from the identity to a home-
omorphism f . Suppose that the rotation set ρann(I) ontains both positive and
negative real numbers. Then there exists a ompat (a priori non-invariant)
set K in A, suh that 0 belongs to ρK(I).
The following example satises Property (3) but not Property (2) from
the analogous Remark 4 for the open annulus. This proves that Theorem
B∗ is sharp, i.e. the ompat set K suh that 0 belongs to ρK(I) an be
non-invariant.
Example. There are a homeomorphism f of A and an isotopy I from the iden-
tity to f satisfying the following onditions:
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(i) There is no f -invariant ompat set in A, suh that 0 belongs to ρK(I)
and
(ii) ρann(I) = [−1, 1].
Let us x two real numbers 0 < R− < R+. To onstrut f , we start with
a homeomorphism f ′1 dened on R
2 ∪ {∞}, the one-point ompatiation of
R2, satisfying:
(i) f ′1 ats as a rotation R+1 (resp. R−1) on the disk {z ∈ R
2 : ‖z‖ ≤ R−}
(resp. {z ∈ R2 : ‖z‖ ≥ R+}).
(ii) f ′1 is a Reeb's homeomorphism on {z ∈ R
2 : R− ≤ ‖z‖ ≤ R+}
Let us dene the following equivalene relation on R2 ∪ {∞}.
z = (x, y) ∼
{
0 if ‖z‖ ≤ R− and y ≤ 0;
(0, y) if ‖z‖ ≤ R− and y ≥ 0.
z = (x, y) ∼
{
∞ if ‖z‖ ≥ R+ and y ≤ 0;
(0, y) if ‖z‖ ≤ R+ and y ≥ 0.
Let Aˆ′ = R2 ∪ {∞}/ ∼ be the quotient spae of R2 ∪ {∞}. By z ∈
R2 ∪ {∞}, we write [z] the lass of equivalene of z. Now, it is easy to hek
that Aˆ′ \ {[0], [∞]} is homeomorphi to the open annulus A et that f ′1 indues
a homeomorphism f on A′. Moreover f is isotopi to the identity of A′, there
exists an isotopy I on the annulus A′ from the identity to f suh that ρann(I) =
[−1, 1].
Classiation
The proof of Theorem B* onsider several ases desribed by the following
proposition.
Proposition 3.3.3. Let I be an isotopy in Homeo0 (A) from the identity
to a homeomorphism f . Suppose that the rotation set ρann(I) ontains both
positive and negative real numbers. Then one of the following ases holds:
Case (a) There exists an invariant and ompat set K in A suh that 0
belongs to ρK(I).
Case (b) The homeomorphism f satises the loal intersetion property at
least at one of the ends of A, there exists an essential f -free Jordan urve
γ in A, suh that the loal rotation set of I at N relative to UˆNγ , ρUˆNγ
(I), is
ontained in one of the sets [0,+∞] or [−∞, 0] and the loal rotation set at S
relative to UˆSγ , ρUˆSγ
(I), is ontained in the other one.
Case () The homeomorphism f satises the loal intersetion property at




suh that the losed annulus A delimited by γN and γS satises:
(i) the maximal f -invariant set of A is not empty, and




(I) are ontained in one of the sets [0,+∞]
or [−∞, 0] and the set ρA(I) is ontained in the interior of the other one.
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We prove this proposition assuming that ase (a) does not hold. Then, we
may assume that I has no ontratible xed points. We apply Theorem 3.1.2,
and we obtain an oriented foliation on the annulus A whih is transverse to I.
We an see F as a foliation with singularities on Aˆ, the end ompatiation
of A, whose singularities are the ends of A.
Lemma 3.3.4. In this situation, there exists an oriented foliation F ′ arbitrar-
ily lose to F (in Whitney's topology) whih has a losed leaf.
Proof. We laim that F would have reurrene (see Property (4) of  3.1.4).
Otherwise, by Property (4) of  3.1.4, there exists a leaf of F joining the two
ends of A, this implies that either ρann(I) ⊂ [−∞, 0] or ρann(I) ⊂ [0,+∞].
This ontradits our hypotheses. Hene, hanging the orientation of F by its
inverse if neessary, we may suppose that there is a leaf l of F whose ω-limit
set ontains a point z ∈ A. Let lz be the leaf of F ontaining z. Note that the
ω-limit and α-limit sets of lz are redued to S or N . Without loss of generality,
we may assume that this end is S. Let U be a trivializing neighborhood of
z. Let (zn)n∈N be a sequene of points in l ∩ U suh that for every integer
n ≥ 1, the point zn+1 belongs to l
+
zn
, the positive half-leaf ontaining zn, and
onverges to z. For every integer n ≥ 1, let ln be the onneted omponent
of l ∩ U ontaining zn. Then the sequene (ln)n∈N onverges, in Hausdor's
topology, to the onneted omponent of the leaf lz ∩ U ontaining z. Let an
and bn be the rst and last point in ln respetively. Now, we perturb F enough
as Figure 3.1 This ompletes the proof of lemma.
Figure 3.1: Left: foliation F Right: foliation F ′

From Proposition 3.1.1, the foliation F ′ is also transverse to I. Let us
assume from now on that F has losed leaves. Moreover, F annot have only
losed leaves. Otherwise f is onjugated to a homothety.
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Lemma 3.3.5. Under the hypotheses of Proposition 3.3.3, assume furthermore
that Case (a) does not hold. Then the losed leaves of F do not aumulate at
least at one of the two ends of A.
Sine the losed leaves of F are f -free essential urves (Properties (2) and
(3) from  3.1.4), this lemma will follow from Theorem C. As in  3.2.3, we
onsider the set A of all losed annuli A whose boundary omponents are losed
leaves of F , and whih do not ontain any losed leaf of F in their interior,
and A′ the subset of A onsisting of the annuli A whose maximal invariant
set is not empty. We say that A ∈ A′ is a positive (resp. negative) annulus if
ρΘ(A)(I) ⊂ (0,+∞) (resp. ρΘ(A)(I) ⊂ (−∞, 0)).
Proof of Lemma 3.3.5. By ontradition, we suppose that the losed leaves of
F aumulate both ends of A. We laim that there are two losed leaves
γ+ and γ− of F lose enough to the end N and S respetively, suh that
the losed annulus Aγ+,γ− delimited by γ
+
and γ− ontains a positive and a
negative annulus. By ontradition, suppose that all annuli of A′ are positive
(or negative). Then in a similar way as in Lemma 3.2.10 (applied at both
ends of A) we an nd an oriented foliation F∞ whih is transverse to I, and
ontains a leaf joining the two ends of A. This ontradits the fat that the
rotation set ρann(I) ontains both positive and negative real numbers. In a
similar way as in end of the proof of Proposition 3.2.3 we onlude (assuming
Theorem C) that 0 belongs to ρΘ(A
γ+,γ− )
(I), where Θ(Aγ+,γ−) is the maximal
invariant set of the losed annulus delimited by γ+ and γ−. This ontradits
the fat that ase (a) of Proposition 3.3.3 does not hold. This ompletes the
proof. 
By previous lemma we know that the losed leaf of F do not aumulate
at least at one of the ends of A. We an assume from now on, without loss of
generality, that this end is S. Let γS be the last losed leaf of F , that is γS
is a losed leaf of F suh that USγS does not ontain any losed leaf of F . We
have the following result.
Lemma 3.3.6. There exists an oriented foliation F ′ arbitrarily lose to F (in
Whitney's topology) whih oinides with F in Cl(UˆNγS ) and admits a leaf either
whose ω-limit set is redued to S and α-limit set is γS or whose α-limit set is
redued to S and ω-limit set is γS.
Proof. Let z be an element in γS and let Σ be an ar positively transverse
ontaining z in its interior. Sine γS is a losed leaf of F and there is no
losed leaf in USγS , there is a leaf l of F whih meets Σ∩U
S
γS
at less two times.
From Theorem 3.1.5, we dedue that either α(l) or ω(l) is γS . Without loss
of generality, suppose that we are in the rst ase. Sine there are not losed
leaves of F in USγS , we have two possibilities (items (ii) or (iii) of Theorem
3.1.5): the set ω(l) is redued to S, or there is a leaf lS of F from S to S
ontained in ω(l). In the rst ase, the foliation F satises the onlusion of
the lemma. In the seond ase, let z′ be an element in lS and let U
′
be a
trivializing neighborhood of z′. Let (z′n)n∈N be a sequene of points in l ∩ U
′





to z′. For every integer n ≥ 1, let ln be the onneted omponent of l ∩ U
′
ontaining z′n. Then the sequene (ln)n∈N onverges, in Hausdor's topology,
to the onneted omponent l′z′ of the leaf lz′ ∩U
′
ontaining z′. Let an and b
′
be the rst point in ln and the last point in l
′
z′ respetively. Now, we perturb
F enough as Figure 3.2 to obtain the expeted foliation. This ompletes the
proof of lemma.
Figure 3.2: Left: foliation F Right: foliation F ′

Using analogous reasoning as in Lemma 3.2.6, we obtain the following
result.
Lemma 3.3.7. The set ρ
UˆSγS
(I) is ontained either in [0,+∞] or in [−∞, 0].
End of the proof of Proposition 3.3.3: We have two ases.
Case 1: The losed leaves of F do not aumulate at N either. As above,
we onsider the rst and the last losed leaves of F , denoted γN and γS
respetively, i.e. γN ⊂ U
N
γS
and there are not losed leaves of F outside of the
losed annulus delimited by γN and γS . From Lemma 3.3.6 (applied to both N
and S), we an assume that the foliation F admits a leaf lN whose ω-limit set
is redued to N and α-limit set is γN or whose α-limit set is redued to N and
ω-limit set is γN and another leaf lS whose ω-limit set is redued to S and α-
limit set is γS or whose α-limit set is redued to S and ω-limit set is γS. To x
idea assume that lS satises ω(lS) = S and α(lS) = γS . We have two subases.
Subase 1.1: The leaf lN satises α(lN ) = N and ω(lN ) = γN . Let
Θ(AγN ,γS ) be the maximal invariant set of AγN ,γS the losed annulus delimited
by γN and γS. We will prove the following assertions.
(1) The set A′ is non-empty,
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(2) F goes from ∂−A to ∂+A on all annuli A ∈ A′, and
(3) f satises the loal intersetion property at least at one end of A.
Let us prove (1). Note that if A′ is empty, then as in the proof of item (ii)
of Lemma 3.2.10, there exist an annulus AˆγN ,γS ontaining AγN ,γS whose
boundary omponents are the union of γN and f
n(γS), and a foliation F
′
whose leaves in AˆγN ,γS are losed leaves. This foliation an be pasted with F




by to obtain a new foliation FAγN ,γS ,n
whih is transverse to the isotopy I. Hene, we an nd a small perturbation
of FAγN ,γS ,n whih is also transverse to I and ontains a leaf that joins the
two ends of A. This implies that ρann(I) ⊂ [−∞, 0]. This ontradits our
hypotheses, ompleting the proof of (1).
Let us prove (2). If F goes from ∂+A to ∂−A on all annuli of A ∈ A′, as
in the proof of Lemma 3.2.10, we an perturb F by obtain a foliation whih
admits a leaf joining the two ends of A. This implies that ρann(I) ⊂ [−∞, 0],
ontraditing our hypotheses. On the hand hand, if there exists both an
annulus A+ on whih F goes from ∂−A+ to ∂+A+ and another A− on
whih F goes from ∂+A− to ∂−A−, Theorem C implies that 0 belongs to
ρΘ(AγN ,γS )(I). This is a ontradition, beause we are assuming that Case (a)
does not hold. This ompletes the proof of (2).
Let us prove (3). Under our suppositions of the leaves lN and lS and above




(I) ⊂ [−∞, 0] and ρΘ(AγN ,γS )(I) ⊂
(0,+∞). Assertion (3) will is a onsequene of the following laim.
Claim. Under our hypotheses. Suppose that f does not satises the loal inter-
setion property at S. Then f restrited to UˆSγS is a homothety. In partiular
ρ
UˆSγN
(I) is inluded in [0,+∞].
Proof of the laim. Let (γn)n∈N be a sequene of essential f -free urves suh
that
(i) for every integer n ∈ N, we have γn+1 ⊂ U
S
γn







For eah integer n, we write Θ(An) the maximal invariant set of An the losed
annulus delimited by γS and γn. Firstly suppose that there exists a positive
integer n0 suh that Θ(An0) is not empty. Then ρΘ(An0 )(I) ⊂ (−∞, 0) and we
know that ρΘ(AγN ,γS )(I) ⊂ (0,+∞). Hene Theorem C implies that 0 belongs
to the rotation set relative to the maximal invariant set of the losed annulus
delimited by γN and γn0 . This ontradits again the fat that Case (a) does
not hold. Now suppose that for every integer n, Θ(An) is empty. Considering
f instead of f−1, we an assume that γS satises f(γS) ⊂ U
S
γS
. Hene for eah









This proves that f is a homothety, ompleting the proof of the laim. 
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Let us ontinue proving assertion (3). Suppose by ontradition that f
does not satisfy the loal intersetion property at none end of A. Then, the
previous laim (applied to both end of A) implies that ρann(I) is ontained in
[0,∞]. This ontradits our hypotheses, ompleting the proof of assertion (3).
To omplete the proof of Proposition 3.3.3 in the ase of Subase 1.1, note
that if f satises the loal intersetion property at the other end of A then
Case () holds. Otherwise, by the previous laim Case (b) holds, ompleting
the proof.
Subase 1.2: The leaf lN satises α(lN ) = γN and ω(lN ) = N . Let
Θ(AγN ,γS ) be the maximal invariant set of AγN ,γS the losed annulus delimited
by γN and γS. Then, one and only one of the following onditions holds.
(1) Θ(AγN ,γS ) is a non-empty set. Then the set A
′
is non-empty, and we
an prove as in the proof of the previous subase that F goes either from
∂−A to ∂+A or from ∂+A to ∂−A on all annuli A ∈ A′.
(2) Θ(AγN ,γS ) is empty.
In both ase, as in the proof of Lemma 3.2.10, we an nd a perturbation F ′
of F whih breaks all losed leaves of F but either γN or γS . The foliation
F ′ has an unique losed leaf γ. From Lemma 3.3.7 we know that ρ
UˆNγ
(I) is
ontained in [0,+∞] and that ρ
UˆSγ
(I) is ontained in [−∞, 0]. Let us prove
by ontradition that f satises the loal intersetion property at least at
one end of A. Otherwise, sine ρann(I) ontains both positive and negative
real numbers, we an nd two f -free essential Jordan urves γ+ and γ− lose
enough to the end N and S respetively, suh that the maximal invariant
set Θ(Aγ+,γ) (resp. Θ(Aγ,γ−)) of the annulus delimited by γ
+
and γ (resp.
γ and γ−) is not empty. Moreover ρΘ(Aγ+,γ)(I) is ontained in [0,+∞] and
ρΘ(Aγ,γ− )(I) is ontained in [−∞, 0]. Therefore Theorem C implies that 0
belongs to ρΘ(A
γ+,γ− )
(I). This ontradits that Case (a) does not hold. This
proves that Case (b) holds, ompleting the proof.
This ompletes the proof of Proposition 3.3.3 in Case 1.
Case 2: The losed leaves of F aumulate at N . As above, we onsider
the last losed leaf of F near to S, denoted γS . As above from Lemma 3.3.6
we an assume that there is a leaf lS that satisfy ω(lS) = S and α(lS) = γS .
Sine ρann(I) ontains both negative and positive real numbers the following
assertions hold (the proofs are similar as in Case 1).
(1) The set A′ is non-empty,
(2) F goes from ∂−A to ∂+A on all annuli A ∈ A′, and
(3) f satises the loal intersetion property at S.
Here again we an nd a perturbation F ′ of F whih has an unique losed
leaf γ. From Lemma 3.3.7 we know that ρ
UˆNγ
(I) is ontained in [0,+∞] and
that ρ
UˆSγ
(I) is ontained in [−∞, 0]. This proves that Case (b) holds. This
ompletes the proof of Proposition 3.3.3 in Case 2. 
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Proposition 3.3.3 is now proved.
An intermediate result
The purpose of this paragraph is to prove the following proposition and its
orollary.
Proposition 3.3.8. Let I, f be as in Theorem B*. Assume furthermore that
(A1) the homeomorphism f satises the loal intersetion property at S,
(A2) there exists a Jordan domain Vˆ ontaining S (in Aˆ) suh that
fˆ(Cl(Vˆ )) ⊂ Vˆ , and
(A3) the set ρVˆ (I) is inluded in [0,+∞].
Then one of the following assertions holds.
(1) there exists a ompat set K in A suh that 0 belongs to ρK(I), or
(2) there exists a ompat set K in A ontained in A \ Vˆ suh that the set
ρK(I) intersets [0,+∞].
Remark 8. We an replae (A2) by the hypothesis Cl(Vˆ ) ⊂ fˆ(Vˆ ) by hanging
the isotopy I by I−1. We an replae (A3) by the hypothesis ρVˆ (I) ⊂ [−∞, 0]
by onjugating I by the orientation reversing homeomorphism (u, r) 7→ (−u, r)
of the annulus A.
Let us put Θ+(Vˆ ) (resp. Θ−(Vˆ c)) the forward (resp. bakward) fˆ -invariant








Using hypothesis (A2), one proves that the set Θ
+(Vˆ ) (resp. Θ−(Vˆ c)) is a
ontinuum, its omplement is a onneted set of Aˆ and ontains S (resp. N).
Moreover they satisfy the following properties.
Lemma 3.3.9. Under the hypotheses of Proposition 3.3.8, we have
(a) the set Θ+(Vˆ ) is not redued to S, and
(b) the set Θ−(Vˆ c) is not redued to N .
Proof. Let us prove (a). Sine f satises the loal intersetion property at
S, there is an open neighborhood Uˆ of S whih does not ontain any f -free
essential Jordan urve. Hene for every integer n ≥ 0, the urve fˆn(∂Vˆ ) is not
ontained in Uˆ , beause it is a free essential Jordan urve by Hypothesis (A2).
Hene and Hypothesis (A2), (fˆ
n(Cl(Vˆ ) \ Uˆ))n∈N is a dereasing sequene of




fˆn(Cl(Vˆ ) \ Uˆ) ⊂ Θ+(Vˆ ).
This proves item (a).
Now let us prove (b). Suppose by ontradition that Θ−(Vˆ c) = {N}. So,
by Hypothesis (A2), for every ompat set K in A, there exists an integer
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nK = n ≥ 0 suh that K is inluded in fˆ
−n(Vˆ ). Hene and by Hypotheses
(A2) and (A3), we have
ρK(I) ⊂ ρfˆ−n(Vˆ )(I) = ρVˆ (I) ⊂ [0,+∞].
This ontradits the fat that ρann(I) ontains some negative real number.
This proves item (b). 
Reall that π : A˜ → A is the universal overing of A, and p1 : A˜ → R the
projetion onto the rst oordinate.
Proof of Proposition 3.3.8: Let us onsider V := Vˆ ∩A. Let Γ, V˜ , Θ+(V˜ ) and
Θ−(V˜ c) be lifts of Fr(V ), V , Θ+(Vˆ ) \ {S} and Θ−(Vˆ c) \ {N} respetively.
Let X be the onneted omponent of the set A˜\ (Θ+(V˜ )∪Θ−(V˜ c)) whih
ontains Γ. The set X is open, onneted and f˜ -invariant, i.e. f˜(X) = X,
where f˜ is the lift of f assoiated to I. Let α : [0, 1] → A˜ be a simple ar
satisfying:
(i) the endpoints α(0) and α(1) lie in Θ+(V˜ ) and Θ−(V˜ c) respetively.
(ii) If α˙ denotes the interior of α, i.e. α˙ is the image of (0, 1) under α, then
the set α˙ is inluded in X.
(iii) The intersetion α ∩ Γ is a singleton.
The ar α separates X, beause π(X) is an open annulus and α joins its two
ends (see the paragraph that follows the denitions of Θ+(Vˆ ) and Θ−(Vˆ c)).
Let us denote RX(α) (resp. LX(α)) the onneted omponent of X \ α on
the right (resp. left) of α (onsidering the standard orientation). Sine α˙ is
ontained in X, and X is f˜ -invariant, one dedues that for every integer n ≥ 0,
the set f˜n(α˙) is inluded in X, and so we have three possibilities:
 f˜n(α˙) ∩ α 6= ∅ ;
 f˜n(α˙) ⊂ LX(α); or
 f˜n(α˙) ⊂ RX(α).
To onlude the proof it sues onsider the following three ases.
Case 1: Suppose that there exists a sequene of integers (nk)k∈N whih
onverges to +∞ suh that for all k ∈ N we have f˜nk(α˙) ∩ α 6= ∅. Then
0 belongs to ρπ(α)(I). This proves that Assertion (1) of Proposition 3.3.8 holds.
Case 2: Suppose that there exists a sequene of integers (nk)k∈N whih
onverges to +∞ suh that for all k ∈ N we have f˜nk(α˙) ⊂ LX(α). Let Γ
r
be
the onneted omponent of Γ \ α ontained in RX(α). From the fats that
f˜nk(α ∩ Γ) ∈ LX(α), f˜
nk(Γr) is a onneted set in X whih is unbounded to
the right and ontained in V˜ (by Hypothesis (A2)), we dedue that
f˜nk(Γr) ∩ α ∩ V˜ 6= ∅.
Therefore, there exist a real onstant M > 0 independent of k and a sequene
of points (z˜k)k∈N, where z˜k ∈ Γ
r
for all k ∈ N suh that
p1(f˜
nk(z˜k)) < p1(z˜k) +M.
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then ρ ≤ 0. This implies that ρ = 0, beause ρ
Vˆ
(I) ⊂ [0,+∞]. Thus 0 belongs
to ρK(I) where K = Fr(V ) ∪ (π(α) ∩ V ). This proves that Assertion (1) of
Proposition 3.3.8 holds.
Case 3: Suppose that there exists a sequene of integers (nk)k∈N whih
onverges to +∞ suh that for all k ∈ N we have f˜nk(α˙) ⊂ RX(α). Let Γ
r
be
the onneted omponent of Γ\α ontained in RX(α). Sine for all k ∈ N, the
ar f˜nk(α) meets Θ+(V˜ ) and Θ−(V˜ c), we dedue that
f˜nk(α˙ ∩ V˜ c) ∩ Γr 6= ∅.
Therefore, there exist a real onstant M > 0 independent of k and a sequene











then ρ ≥ 0. Hene, ifK is the ompat set Fr(V )∪(π(α)∩V c) of A, then ρK(I)
ontains positive real numbers. This proves that Assertion (2) of Proposition
3.3.8 holds. This ompletes the proof of Proposition 3.3.8. 
As a onsequene we have the following orollary.
Corollary 3.3.10. Let I = (ft)t∈[0,1], f be as in Theorem B*. Assume fur-
thermore that
(A′1) The homeomorphism f satises the loal intersetion property at S.
(A′2) There exist two f -free essential Jordan urves γN and γS with γN ⊂
UNγS suh that the losed annulus A delimited by γN and γS has maximal
invariant set Θ(A) non-empty.
(A′3) the set ρUˆSγS
(I) is inluded in [0,+∞] and ρA(I) is ontained in
[−∞, 0].
Then there exists a ompat set K in A suh that 0 belongs to ρK(I).
Proof. Changing I by I−1 and onjugating I by the orientation reversing home-
omorphism (u, r) 7→ (−u, r) of the annulus A, we may suppose that γN is
attrating, i.e. f(γN ) ⊂ U
S
γN




) and for every integer n ≥ 1 we dene An = f
−n(USγN ). Note
that A′ = ∪n∈NAn is an open annulus and f(A
′) = A′. Let us put f ′ = f |A′ .
We note that f ′ is isotopi to the identity of A′, and sine f ′ = f |A′ there is an
isotopy I ′ on the annulus A′ from the identity of A′ to the homeomorphism f ′
suh that for every ompat set K ontained in A′, we have ρK(I) = ρK(I
′).
By Proposition 3.3.8, applied to I ′ and f ′ on A′, we know that
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(1) there exists a ompat set K ′ in A′ suh that 0 belongs to ρK(I
′), or
(2) there exists a ompat set K ′ in A′ ontained in A′ \USγS suh that the
set ρK ′(I
′) intersets [0,+∞].
If assertion (1) holds we are done. Suppose now that assertion (2) holds. Sine
K ′ is a ompat set ontained in A′\USγS , there exists an integer positive n suh
that K ′ is inluded in A∪· · ·∪f ′−n(A). Hene ρK ′(I
′) is inluded in the union
of ρf ′−i(A)(I
′). Sine for every i, ρf ′−i(A)(I
′) = ρA(I
′) and ρA(I) = ρA(I
′), we
dedue that ρA(I) intersets [0,+∞]. Moreover, by hypothesis, we know that
ρA(I) is inluded in [−∞, 0]. Therefore, 0 belongs to ρA(I). This ompletes
the proof. 
3.3.3 Proof of Theorem B*
In this subsetion we nish the proof of Theorem B*, using Theorem C. Let
I an isotopy in Homeo0 (A) from the identity to a homeomorphism f . Suppose
that ρann(I) ontains both positive and negative real numbers. One onsiders
the dierent ases of Proposition 3.3.3. In ase (a) we are done.
Suppose now that ase (b) of Proposition 3.3.3 holds. Let g be the orientation
reversing homeomorphism of A dened by (u, r) 7→ (−u, r). Considering I−1
instead of I, or onjugating I by g or onsidering gI−1g−1 instead of I, we an
assume that hypotheses (A1)-(A3) of Proposition 3.3.8 hold. Thus, one of the
following assertions holds.
(1) There exists a ompat set K of A suh that 0 belongs to ρK(I), or
(2) there exists a ompat set K ontained in Cl(UNγ ) of A suh that the
rotation set ρK(I) intersets [0,+∞].
If assertion (1) holds we are done. Suppose now that assertion (2) holds.
Sine K ⊂ Cl(UNγ ) and fˆ(Cl(U
S
γ )) ⊂ U
S
γ , we dedue that ρK(I) ⊂ ρUˆNγ
(I) ⊂
[−∞, 0], this last inlusion holds beause ase (b) of Proposition 3.3.3 and
hypothesis (A3) of Proposition 3.3.8 hold. Therefore 0 belongs to ρK(I). This
ompletes the proof when the ase (b) of Proposition 3.3.3 holds.
At last suppose that Case () of Proposition 3.3.3 holds. Now, by Corollary
3.3.10, there exists a ompat set K of A suh that 0 belongs to ρK(I). This
ompletes the proof of Theorem B*.
3.4 Proof of Theorem D
The purpose of this setion is to prove Theorem D assuming Theorem C.
Let I, f , γ+ and γ− be as in the hypotheses of the theorem. Without loss of
generality, we suppose that γ− is ontained in US
γ+
. Let Θ(A) be the maximal
invariant set of the annulus A delimited by γ+ and γ−. As we have seen in 
3.2.2, we an suppose that ρΘ(A)(I) ontains both positive and negative real
numbers. We want to prove that 0 belongs to ρΘ(A)(I).
An f -free essential Jordan urve γ in A will be said to be attrating if
f(γ) ⊂ USγ and repulsing if f
−1(γ) ⊂ USγ .
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Lemma 3.4.1. Let γ and γ′ be two disjoint f -free essential urves in A. Sup-
pose that γ is attrating and γ′ is repulsing. Then the maximal invariant set
of the losed annulus delimited by γ and γ′ is a onneted set.
Proof. We remark that, in this ase, the maximal invariant set is an intersetion
of a dereasing sequene of ompat annuli. 
We remark that Lemma 3.3.2 implies Theorem D when Θ(A) is a onneted
set. By the previous lemma and onsidering I−1 instead of I (if neessary), we









are ontinuum, their omplements are onneted set of Aˆ and ontain S and





is homeomorphi to an open annulus and f(A′) = A′. Let us write f ′ = f |A′ .
We note that f ′ is isotopi to the identity of A′, and sine f ′ = f |A′ there is an
isotopy I ′ on the annulus A′ from the identity of A′ to the homeomorphism f ′
suh that for every ompat set K ontained in A′, we have ρK(I) = ρK(I
′).
Sine f ′ = f |A′ does not satisfy the loal intersetion property at neither N
′
nor S′, where N ′ and S′ are the ends of A′, by Proposition 3.3.3 there exists
an f ′-invariant and ompat set K in A′ suh that 0 belongs to ρK(I
′). Sine





This proves Theorem D.
3.5 Dynamis in the Closed Annulus: Theorem C
The purpose of this setion is to prove Theorem C. Let I, f , γ0, γ1 and
γ2 be as in the hypotheses of the theorem. Without loss of generality, for
i ∈ {0, 1} we suppose that γi+1 is ontained in U
S
γi
. Let Θ(Ai) be the maximal
invariant set of the losed annulus Ai delimited by γi and γi+1. Let Θ(A) be
the maximal invariant set of the annulus A = A0 ∪A1. We want to prove that
0 belongs to ρΘ(A)(I).
3.5.1 Redution of Theorem C
We reall that Lemma 3.3.2 implies Theorem C when Θ(A) is a onneted
set. Thus, from now on we assume that Θ(A) is a disonneted set. This
implies that the f -free essential Jordan urves γ0, γ1 and γ2 are either all
attrating or all repulsing. Indeed, hanging I into I−1, we an suppose that
γ0 is attrating. If γ2 is repulsing, then by Lemma 3.4.1 Θ(A) is a onneted
set. If γ1 is repulsing and γ2 attrating, then by Lemma 3.4.1 both Θ(A0)
and Θ(A1) are onneted sets whih separate the annulus. In this ase, Θ(A)
is the union of Θ(A0), of Θ(A1) and of the bounded onneted omponent of
the omplement of Θ(A0) ∪Θ(A1) and so Θ(A) is a onneted set. Therefore,
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hanging I into I−1 and onjugating it by a hange of oordinates (given
by Shoenies' Theorem), we an assume that γ0, γ1 and γ2 are attrating
Eulidean irles.
We will work in A˜ := R × R the universal overing of A = T1 × R where
T1 = R/Z. We reall that π : A˜ → A is the anonial projetion of A˜ onto
A and that p1 : A˜ → R is the projetion onto the rst oordinate. Let f˜ be
the lift of f assoiated to I, that is, if I˜ = (f˜t)t∈[0,1] is the unique lift of I
suh that f˜0 is the identity of A˜, then f˜ := f˜1. Reall that f˜ : A˜ → A˜ is a
homeomorphism whih is isotopi to the identity (this is equivalent to require
that f˜ is orientation preserving) and whih ommutes with the translation
T : A˜ → A˜ dened by T (x, y) = (x + 1, y). For j ∈ {0, 1, 2} we dene
Γj := π
−1(γj) and let Θ(A˜) := π
−1(Θ(A)). If γ is an essential Jordan urve
in A, and Γ = π−1(γ), we will write U+Γ (resp. U
−
Γ ) the upper (resp. lower)
unbounded onneted omponent of the omplement of Γ. From now on, we
will write ρ(f˜) instead of ρann(I).
Sine ρ(f˜ q) = qρ(f˜) for every q ∈ Z, if Θ(A˜) is a disonneted and non-
empty set, then onsidering an iterate of f˜ instead of f˜ , we an assume the
following hypotheses:
(H1) The sets Γ0, Γ1 and Γ2 are horizontal straight lines suh that for
i ∈ {0, 1}, Γi ⊂ U
+
Γi+1




j ∈ {0, 1, 2}.
(H2) For every integer n ≥ 1, we have f˜
n(Γ0) ∩ Γ2 6= ∅.
For i ∈ {0, 1}, we dene by Θ(A˜i) the maximal invariant set of A˜i the topo-
logial losed band delimited by Γi and Γi+1.
(H3) The sets Θ(A˜0) and Θ(A˜1) are non-empty and
ρΘ(A˜0)(f˜) ⊂ (0,+∞) and ρΘ(A˜1)(f˜) ⊂ (−∞, 0).
Thus, we have redued Theorem C to the following theorem.
Theorem C*. Let f˜ : A˜ → A˜ be a homeomorphism isotopi to the identity,
ommuting with the translation T , and satisfying hypotheses (H1) to (H3). Let
Θ(A˜) be the invariant maximal set of A˜ := A˜0 ∪ A˜1. Then
0 ∈ ρΘ(A˜)(f˜).
Outline of the proof of Theorem C* In Subsetion 3.5.2, using hypothe-
ses (H1) and (H2), we begin by onstruting unstable sets and stable sets of
the band A˜i delimited by Γi and Γi+1. Then we onsider their onneted om-
ponents, alled unstable branhes and stable branhes: these are onneted
and ompat sets, ontained in A˜i and meeting Γi+1 but not Γi and Γi but not
Γi+1 respetively. Let Λ
−
0 (x) denote the unstable branh of x ∈ Θ(A˜0) for the
band A˜0 and let Λ
+
1 (y) denote the stable branh of y ∈ Θ(A˜1) for the band
A˜1.
Next, in Subsetion 3.5.3, we will study the sequene of iterates of Λ−0 (x). Us-
ing hypothesis (H3) (and in partiular that 0 does not belong to ρΘ(A˜0)(f˜)),
we will prove the following properties:
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(1) For every ompat set K˜ inluded in A˜0, f˜
n(K˜) is disjoint from K˜ for
every large enough integer n.
(2) The sequene (f˜−n(Λ−0 (x))n∈N is uniformly bounded to the right.
Finally, in Subsetion 3.5.5, we will nish the proof of Theorem C∗. From
the previous properties Theorem C
∗
we will be a onsequene of the following
proposition.
Proposition 3.5.1. For every x ∈ Θ(A˜0) there exists y ∈ Θ(A˜1) suh that for
every suiently large integer n, we have
f˜n(Λ−0 (x)) ∩ Λ
+
1 (y) 6= ∅.
Note that if z˜ ∈ f˜n(Λ−0 (x))∩Λ
+
1 (y), then z ∈ Θ(A˜). By above Property (2)
and its symmetri statements the positive and negative iterates of z˜ go to the
left. This proves that 0 belongs to ρΘ(A˜)(f˜), ompleting the proof of Theorem
C∗.
3.5.2 Stable branhes and unstable branhes
In this subsetion, we onsider a homeomorphism f˜ : A˜→ A˜ isotopi to the
identity, ommuting with the translation T and satisfying hypotheses (H1) and
(H2). For i ∈ {0, 1}, we dene by A˜i the topologial losed band delimited by
Γi and Γi+1. Following an idea of Birkho, in this subsetion we will onstrut
unstable branhes and stable branhes of the band A˜i.
Stable sets and unstable sets
Let us begin with the denition of an unstable set (resp. stable set) of the
band A˜i for f˜ .
Denition 3.5.2. We say that Λ−i is an unstable set of the band A˜i for f˜ if
it satises the following properties:
1. the set Λ−i is a losed subset of A˜i;
2. we have Λ−i ∩ Γi+1 6= ∅; and
3. the set Λ−i is negatively invariant under f˜ , i.e. f˜
−1(Λ−i ) ⊂ Λ
−
i .
Similarly we say that Λ+i is a stable set of the band A˜i for f˜ if it satises:
1. the set Λ+i is a losed subset of A˜i;
2. we have Λ+i ∩ Γi 6= ∅; and
3. the set Λ+i is positively invariant under f˜ , i.e. f˜(Λ
+
i ) ⊂ Λ
+
i .
We prove the following proposition.
Proposition 3.5.3. Let f˜ : A˜ → A˜ be a homeomorphism isotopi to the
identity, ommuting with the translation T and satisfying hypotheses (H1) and




















are respetively an unstable set and a stable set of the band A˜i for f˜ .
Figure 3.3: Unstable set
Remark 9. The set Λ−i onsists of the points in A˜i whose negative iterates
under f˜ remain in the band A˜i.
Proof of Proposition 3.5.3. We will prove that Λ−i is an unstable set of the
band A˜i for f˜ (one shows similarly that Λ
+
i is a stable set of the band A˜i for
f˜). Item 1 of the above denition is a diret onsequene of the denition of Λ−i
and the fat that Γi is an attrating line. On the other hand, as the horizontal













We have proved items 1 and 3 of the above denition. Next, let us prove
item 2, that is we prove that Λ−i ∩ Γi+1 6= ∅ by ontradition. Suppose that
for every z˜ ∈ Γi+1, we have z˜ /∈ Λ
−
i . Then we an nd the smallest integer
n0 = n0(z˜) suh that f˜
−n0(z˜)(z˜) ∈ U+Γi . Sine f˜ is ontinuous and ommutes
with the translation T , we have that n0(z˜) ≥ n0(z˜
′) for every z˜′ lose to z˜ and
that n0(z˜) = n0(T (z˜)). By ompatness, we an dene the integer
n0 = sup
z˜∈Γi+1
n0(z˜) = sup{n0(z˜) : z˜ ∈ Γi+1 and p1(z˜) ∈ [0, 1]}
whih satises f˜−n0(Γi+1) ⊂ U
+
Γi
. This ontradits hypothesis (H2), so item 2
is proved. 
Stable branhes and unstable branhes
Now, we state and prove the properties veried by unstable branhes (we
have the symmetri properties for stable branhes) that we will use in the
next subsetions.
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Denition 3.5.4. For i ∈ {0, 1}, we all unstable branh of the band A˜i any
onneted omponent of the unstable set, Λ−i . For x ∈ Λ
−
i , we denote Λ
−
i (x),
and we say that it is the unstable branh of x, the onneted omponent of Λ−i
ontaining x.
The stable branhes of A˜i and the sets Λ
+
i (x) are dened similarly.
We have the following properties.
Proposition 3.5.5. Let f˜ : A˜ → A˜ be a homeomorphism isotopi to the
identity, ommuting to the translation T and satisfying hypotheses (H1) and
(H2). If x ∈ Λ
−
i , then
(1) the set Λ−i (x) is a ompat subset of A˜i;
(2) we have Λ−i (x) ∩ Γi+1 6= ∅;




(4) there exists a real number M−i > 0 (independent of x) suh that
diam p1(Λ
−
i (x)) < M
−
i .
The proof of Proposition 3.5.5 will use following lemma.
Lemma 3.5.6. For x ∈ Λ−i , we write Λ
−








Proof of Lemma 3.5.6. First, for every n in N, from Proposition 3.5.3 we de-
due that Λ−i (x) ⊂ Λ
−







the reverse inlusion we need the following laim.
Claim. (Λ−n,i(x))n≥1 is a dereasing sequene of ompat and onneted sets
ontained in Λ−i .
Proof of the laim. By denition for every integer n ≥ 1, the set Λ−n,i(x) is
onneted, and sine Γi+1 is an attrating line, we dedue that Λ
−
n+1,i(x) ⊂
Λ−n,i(x), i.e. the sequene is dereasing. Now, the ompatness follows of the
fats that f˜n(Γ0) ∩ Γ2 6= ∅ (hypothesis (H2)) and that f˜ ommutes with T .
This proves the laim. 
From the laim the intersetion ∩n∈NΛ
−
n,i(x) is a ompat, onneted set





This ompletes the proof of the lemma. 
Proof of Proposition 3.5.5. Proof of item (1). We proved (see the laim
above) that Λ−n,i(x) is a ompat set for every integer n ≥ 1, so it provides the
ompatness of Λ−i (x). Moreover by Proposition 3.5.3, Λ
−
i (x) is ontained in
A˜i.





is a dereasing sequene of







is a dereasing sequene of ompat non-
empty sets and so by Proposition 3.5.3, we have that
Λ−i (x) ∩ Γi+1 =
⋂
n∈N
Λ−n,i(x) ∩ Γi+1 6= ∅.
This proves item (2).
Proof of item (3). By Proposition 3.5.3, we have that f˜−1(Λ−i ) ⊂ Λ
−
i . By




Proof of item (4). Let x be in Λ−i . Sine by Lemma 3.5.6, we have that
Λ−i (x) is ontained in Λ
−
1,i(x), it sues hek the property for Λ
−
1,i. We will
use the following result of Keréjártó (see [LY97℄): let U1 and U2 be two Jordan
domains in the two-sphere, that is, onneted open sets whose boundary is
homeomorphi to the irle. Then eah onneted omponent of U1 ∩ U2 is
also a Jordan domain.
The Keréjártó's result, applied to U1 = f˜(U
−
Γi




the onneted omponent of f˜(U−Γi)∩U
+
Γi+1
ontaining x is a Jordan domain, we
write X this set. Moreover by Hypothesis (H2) and the fat that f˜ ommutes
with T , X is bounded in A˜, i.e. its losure is ompat. Hene, there exists an
ar Γ′i ontained in Γi suh that f˜(Γ
′
i) is a onneted omponent of Fr(X)∩ Γ˜i
with p1(f˜(Γ
′
i)) maximal with respet to the inlusion. Let Γ
′
i+1 be the losure
of the bounded onneted omponent of Γi+1 \ f˜(Γ
′
i). Let X be the domain
delimited by the irle Γ′i+1 ∪ f˜(Γ
′
i). We have that
 Λ1,i(x) is ontained in the losure of X;
 diam p1(X) ≤ diam p1(f˜(Γ
′
i)).











Suppose that Γ′i is the ar with ends z˜0 and z˜1, with p1(z˜0) < p1(z˜1). By
Hypothesis (H2) and the fat that f˜ ommutes with T , we have that p1(z˜1) ≤
p1(z˜0) + 1. Therefore,
diam p1(f˜(Γ
′
i)) ≤ 2M0 + 1.
This proves item (4). This ompletes the proof of the proposition. 
3.5.3 Consequene of Hypothesis (H3)
In this subsetion, we onsider a homeomorphism f˜ : A˜ → A˜ isotopi
to the identity, ommuting with the translation T and satisfying hypotheses
(H1)-(H3). Using hypothesis (H3) we will study the dynamis of unstable
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branhes (we have the symmetri properties for stable branhes).
Let us begin by realling that for i ∈ {0, 1}, the inlusion Θ(A˜i) ⊂ A˜i
implies that ρΘ(A˜i)(f˜) ⊂ ρA˜i(f˜), but we annot use hypothesis (H3) to onlude
that ρ
A˜0
(f˜) ⊂ (0,+∞) and ρ
A˜1
(f˜) ⊂ (−∞, 0). However, using the fat that
the straight lines Γi and Γi+1 are attrating, we an prove that the above
inlusions are true.
Proposition 3.5.7. For i ∈ {0, 1}, we have
ρ
A˜i









(f˜) ⊂ (0,+∞) and ρ
A˜1
(f˜) ⊂ (−∞, 0).
Proof. Reall that we are using the notation ρ
A˜i
(f˜) instead of ρ
π(A˜i)
(I). Let
ρ be an element in ρ
A˜i
(f˜). By denition and the fat that γi = π(Γi) and
γi+1 = π(Γi+1) are f -free, there exist a sequene of points (zk)k∈N and a
sequene of integers (nk)k∈N satisfying:
(i) for every k ∈ N and integer j ∈ {0, · · · , nk} we have f
j(zk) ∈ Ai =
π(A˜i);
(ii) the sequene (nk)k∈N onverges to +∞; and
(iii) the sequene (ρnk(zk))k∈N onverges to ρ.
Let us onsider the sequene of Borel probability measures (µk)k∈N, where for







where δz (z ∈ A) denotes the Dira's measure at z. By item (i), these measures
have their supports inluded in Ai, and so hanging the sequene (µk)k∈N by
one of its subsequene, we may suppose that the sequene (µk)k∈N onverges.
Let µ be its limit. We know that the measure µ is invariant (under f ), and so






ρ1 dµ = ρ(µ).
From item (iii) and the uniqueness of the limit, we dedue that ρ belongs
to ρmes(Θ(A˜i), f˜). This proves that ρA˜i(f˜) ⊂ ρmes(Θ(A˜i), f˜). On the other







Thus, using hypothesis (H3) we have that ρA˜0(f˜) ⊂ (0,+∞) and ρA˜1(f˜) ⊂
(−∞, 0), beause ρ
A˜i
(f˜) is a ompat set. This ompletes the proof of the
proposition. 
As an immediate onsequene of the above proposition (and in partiular
using that 0 does not belong to ρ
A˜0
(f˜)) we have the following lemma.
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Lemma 3.5.8. For every real number M > 0, there exists n0 = n0(M) ∈ N
suh that for every ompat set K˜ inluded in A˜0, with diam p1(K˜) ≤M , and
for every integer n, |n| ≥ n0 we have
f˜n(K˜) ∩ K˜ = ∅.
Proof. Suppose by ontradition that there are a real number M0 > 0, and a
sequene of integers (nk)k∈N whih tends to +∞ and points z˜k ∈ A˜0 suh that
f˜nk(z˜k) ∈ A˜0, and ∣∣∣p1(f˜nk(z˜k))− p1(z˜k)∣∣∣ ≤M0.
Hene, ∣∣∣ρnk(z˜k, f˜)∣∣∣ := 1nk
∣∣∣p1(f˜nk(z˜k))− p1(z˜k)∣∣∣ ≤ M0
nk
.
Letting k tends to innity, one dedues that 0 belongs to ρ
A˜0
(f˜). This ontra-
dits Proposition 3.5.7, ompleting the proof. 
In the sequel, for every real number M , and i ∈ {0, 1} we write
L
A˜i
(M) := {z˜ ∈ A˜i : p1(z˜) < M} and RA˜i(M) := {z˜ ∈ A˜i : p1(z˜) > M}.
Lemma 3.5.9. Let x ∈ Θ(A˜0). For every real number M , there exists n0 ∈ N
suh that for every integer n ≥ n0 we have
f˜−n(x) ⊂ L
A˜0
(−M) and f˜n(x) ⊂ R
A˜0
(M).





Let M be a positive real number suh that 2M > M0 and −M < p1(x) < M .




(M)). By Lemma 3.5.8, there exists
n0 ∈ N suh that for every integer n ≥ n0 we have f˜














(M). The following laim
ontradits the hoie of n0 (see Figure 3.4).
Figure 3.4: Orbit of x




n− 1 := max{m ∈ {n′, · · · , n′′} : f˜−m(x) ∈ L
A˜0
(−M)}.
(From the hoie of n′ and n′′ suh integer exists). By denition of n, we
have p1(f˜
−n+1(x)) < −M ≤ p1(f˜
−n(x)), and so in order to prove the laim it
sues to hek that f˜−n(x) < M . Reall that for every integer m, the point





−n+1(x)) ≤M0 −M < M.
This proves the laim. 
We onlude that the sequene (f−n(x))n≥n0 is ontained either in
L
A˜0
(−M) or in R
A˜0
(M). Sine ρΘ(A˜0)(f˜) ⊂ (0,+∞), the seond inlusion
annot possible, ompleting the proof of the lemma. 
Lemma 3.5.10. Let x ∈ Θ(A˜0). Then the sequene {f˜
−n(Λ−0 (x))}n∈N is
uniformly bounded to the right, that is, for every real number M , there exists
n0 ∈ N suh that for every integer n ≥ n0 we have
f˜−n(Λ−0 (x)) ⊂ LA˜0(M).
Proof. Let n ∈ N. Sine f˜−n(Λ−0 (x)) ⊂ Λ
−
0 (f˜
−n(x)) Proposition 3.5.5 provides
us a real number M−0 (independent of n) suh that for every z˜ ∈ Λ
−
0 (x) we
have ∣∣∣p1(f˜−n(z˜))− p1(f˜−n(x))∣∣∣ < M−0 .
On the other hand, by Lemma 3.5.9, we have that limn→+∞ p1(f˜
−n(x)) = −∞.
This ompletes the proof of the lemma. 
3.5.4 Proof of Proposition 3.5.1
In this setion we prove Proposition 3.5.1 reformulated as follows.
Proposition 3.5.11 (Proposition 3.5.1). Let f˜ : A˜→ A˜ be a homeomorphism
isotopi to the identity, ommuting with the translation T , and satisfying hy-
potheses (H1) to (H3). For every x ∈ Θ(A˜0), there exist y ∈ Θ(A˜1) and a
positive integer n0 suh that for every integer n ≥ n0, we have
f˜n(Λ−0 (x)) ∩ Λ
+
1 (y) 6= ∅.
We note that if z˜ ∈ f˜n(Λ−0 (x)) ∩Λ
+
1 (y), then z ∈ Θ(A˜). By Lemma 3.5.10
and its symmetri result the sequene of positive and negative iterates of z˜ go
to the left. We prove in next subsetion that this implies Theorem C
∗
.
Proof of Proposition 3.5.11 Let x ∈ Θ(A˜0). Sine Λ
−
0 (x) is a ompat set,
we an onsider a real number M suh that Λ−0 (x) ⊂ LA˜0(M). Let M
+
1 be the






′)) < M+1 .
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Let us x y ∈ Θ(A˜1) suh that p1(y) > M +M
+
1 . We reall that by the hoie
of y, one has that
Λ−0 (x) ⊂ LA˜0(M) and Λ
+
1 (y) ⊂ RA˜1(M). (3.1)
Lemma 3.5.12. For every integer n ≥ 0, we have
f˜n(Γ1) ∩ Λ
+
1 (y) 6= ∅.





1 (y) = ∅. This implies that Λ
+
1 (y) is ontained in one of
the onneted omponents of A˜ \ f˜n
′






, and sine Λ+1 (y) meets Γ1 (hypothesis (H1) and Proposition










This ontradits the hoie of y, beause y ∈ Θ(A˜1) ⊂ ∩n∈Nf˜
n(U−Γ1). 
From Proposition 3.5.5, we know that Λ+1 (y) ∩ Γ1 is a non-empty set. Let
us x z˜ ∈ Λ+1 (y) ∩ Γ1 and onsider the vertial line segment α : [0, 1] → A˜
satisfying:
 α(0) = z˜;
 α(1) ∈ Γ0; and





(α)) be onneted omponent of A˜0 \ α whih is un-
bounded to the right (resp. to the left). Let K˜ = Λ−0 (x) ∪ α. Sine K˜ is a
ompat subset of A˜0, by Lemma 3.5.8 there is a positive integer n0 suh that
for every integer n ≥ n0, we have
f˜n(Λ−0 (x)) ∩ α ⊂ f˜
n(K˜) ∩ K˜ = ∅. (3.2)
Moreover by Lemma 3.5.9, we an assume that n0 is large enough suh that




From now on, we x suh integer n0. Let us onsider Λ
±





This is a onneted and ompat subset of A˜0 whih separates the band A˜0
(i.e. it meets both Γ0 and Γ1). We an dene its right RA˜0(Λ
±
0 (x)) that is the
onneted omponent of A˜0 \ Λ
±
0 (x) whih is unbounded to the right.
Let us denote by
Γr1 := Cl(RA˜0(Λ
±
0 (x)) ∩ Γ1) and Γ
l
1 := Γ1 \ Γ
r
1.
(See Figure 3.5). Note that
Γr1 ∩ Λ
−
0 (x) ⊂ RA˜0(Λ
±
0 (x)) ∩ Λ
±
0 (x) = {z0}. (3.4)
Proposition 3.5.11 we will be a onsequene of the following lemma.
Lemma 3.5.13. For every integer n ≥ n0, we have
(f˜n(Λ−0 (x)) ∪ f˜
n(Γl1)) ∩ Λ
+
1 (y) 6= ∅.
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Figure 3.5: Proof Proposition 3.5.1
Proof. Fix an integer n ≥ n0. We have two ases. If f˜
n(Γr1) ∩ Λ
+
1 (y) = ∅,




1, we have that
f˜n(Γl1) ∩ Λ
+
1 (y) 6= ∅. This ompletes the proof in this ase.
Now suppose that f˜n(Γr1)∩Λ
+
1 (y) 6= ∅. Let Γ
r′
1 be a losed line ontained in







1 \ z1) ∩ Λ
+
1 (y) = ∅.
Let Γl0 = Γ0 ∩ LA˜0(α) and Γ
r





1 (y) ∪ f˜
n(Γr
′
1 ) ∪ α ∪ Γ
r
0.
Remark that Cn is a onneted set. Moreover we an assume that it does not
meet f˜n(Λ−0 (x)). Otherwise, f˜
n(Λ−0 (x))∩Λ
+
1 (y) 6= ∅, beause f˜
n(Λ−0 (x)) meets
none of f˜n(Γr1), α and Γ0 (relations (3.4) and (3.2), and remark 9 respetively),
whih nishes the proof in this ase.








(α)) ⊂ Int(A˜0) \ α ⊂ A˜ \ Cn.
Let Xn be the onneted omponent of A˜ \ Cn that ontains Int(RA˜0(α)).
Remark that sine Cn is a losed subset of A˜, Xn is an open set of A˜ and Fr(Xn)
is ontained in Cn. Hene Xn is bounded to the left, beause Λ
+
1 (y) ∪ α and
f˜n(Γr1) are bounded to the left. On the other hand, sine by relation (3.3)
f˜n(x) ∈ R
A˜0
(α) and f˜n(Λ−0 (x)) does not meet Cn, we have that f˜
n(Λ−0 (x)) is
ontained in Xn. Therefore the urve f˜
n(Γl1) whih is unbounded to the left
must meet Fr(Xn). As Fr(Xn) ⊂ Cn, it follows that
f˜n(Γl1) ∩ Cn 6= ∅.




1 = ∅ and f˜ is a homeomorphism,
we have that f˜n(Γ1) ∩ (α ∪ Γ0) = ∅ and f˜
n(Γl1) ∩ f˜
n(Γr1) = ∅ respetively.
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Figure 3.6: Proof Lemma 3.5.13
Therefore, we onlude that f˜n(Γl1) ∩ Λ
+
1 (y) 6= ∅. This ompletes the proof of
the lemma.

End of the proof of Proposition 3.5.11. Suppose by ontradition that there
exists a sequene of integers (nk)k∈N whih onverges to +∞ suh that
f˜nk(Λ−0 (x)) ∩ Λ
+
1 (y) = ∅.
From Lemma 3.5.13 we obtain a sequene of points (z˜k)k∈N with z˜k ∈ Γ
l
1
and f˜nk(z˜k) ∈ Λ
+
1 (y). Reall that by (3.1), we have that Γ
l
1 ⊂ LA˜0(M) and
Λ+1 (y) ⊂ RA˜1(M). Hene p1(z˜k) < p1(f˜







then ρ ≥ 0. This implies that 0 ≤ ρ ∈ ρ
A˜1
(f˜), ontraditing Proposition 3.5.7.
This ompletes the proof of Proposition 3.5.11. 
3.5.5 End of the proof of Theorem C*
Let n0 ∈ N and let z˜ ∈ f˜
n0(Λ−0 (x)) ∩ Λ
+
1 (y) given by Proposition 3.5.11.
From the denitions of Λ−0 (x) and Λ
+
1 (y) and the fat that Γ0 and Γ2 are f˜ -
free, we dedue that z ∈ Θ(A˜). Moreover by Lemma 3.5.10 and its symmetri




−n(z˜)) = −∞ and lim
n→+∞
p1(f˜






Let k be a positive integer and let us dene M := p1(z˜) − kM0. In a similar
way as in the proof of the laim in Lemma 3.5.9, we prove that there are two
positive integers n+ and n− suh that
M −M0 ≤ p1(f˜
−n−(z˜)) < M and M −M0 ≤ p1(f˜
n+(z˜)) < M.
Therefore by the hoie of M and M0, we dedue that
 n+ + n− ≥ 2k, and
 ∣∣∣p1(f˜n+(z˜))− p1(f˜−n−(z˜))∣∣∣ ≤M0.
Sine k an be hosen arbitrarily large, this implies that 0 belongs to ρ
Θ(A˜)
(f˜).
This is what we needed to prove.
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Résumé
Dans ette thèse nous nous intéressons à la dynamique loale autour d'une
sous-variété ompate invariante et à la théorie du nombre de rotation.
Dans [Na82℄ V. A. Nashul
′
a montré que parmi les diéomorphismes du
plan isotopes à l'identité qui xent 0, qui préservent l'aire (ou analytiques)
et dont la diérentielle en 0 est une rotation, l'angle de ette rotation est un
invariant de onjugaison topologique. Ce résultat de Nashul
′
, a été généralisé
dans plusieurs diretions (voir [GP95℄, [GLP96℄ et [Pon12℄). Par exemple en
dimension supérieure, dans [GP95℄ J.-M. Gambaudo et E. Péou ont onsidéré
des diéomorphismes de Rn+2 qui possèdent un tore Tn de dimension n
invariant dont la dynamique est topologiquement onjuguée à une rotation
irrationnelle. Ils ont déni un nombre de rotation et ont démontré que e
nombre est invariant de onjugaison topologique (par exemple lorsque le
diéomorphisme préserve un volume). Dans la première partie du deuxième
hapitre de ette thèse, nous proposons d'introduire une notion d'ensemble
de rotation loal pour les homéomorphismes loaux qui préservent une
sous-variété ompate de odimension 2 dont le bré normal est trivial. A
l'aide de et ensemble, nous déduirons un résultat qui généralise les travaux
en dimension supérieure ités plus haut.
Dans [Rue85℄ D. Ruelle a onsidéré des diéomorphismes d'une surfae
dont le bré tangent est trivial qui préservent une mesure. Il leur a assoié un
nombre réel qui a été appelé l'invariant de Ruelle. Les onstrutions de ette
thèse nous permettront de voir et invariant omme un ensemble de rotation
loal au-dessus d'une mesure. A l'aide de l'invariane par onjugaison de et
ensemble de rotation, nous allons retrouver, à la n du deuxième hapitre, le
résultat démontré par J.-M. Gambaudo et E. Ghys dans [GG97℄ : l'invariant





l'ensemble des homéomorphismes du plan R2 isotopes
a l'identité qui xent l'origine 0 ∈ R2. Réemment dans [LeR13℄, F. Le Roux a





issue de l'identité, et il a posé la question suivante : et
ensemble est-il toujours un intervalle ? Dans le troisième hapitre de ette
thèse, nous allons donner une réponse positive à ette question et aussi à la
question analogue dans le as de l'anneau ouvert.
Mots-lefs : Systèmes dynamiques, surfae, homéomorphisme, ensemble
de rotation, point xe, dynamique loale.
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Abstrat
In this thesis we are interested in the loal dynamis around of a ompat
invariant sub-manifold and in the rotation number theory.
In [Na82℄ V.A Nashul
′
proved that, among analyti or area preserving
dieomorphisms in the plane whih are isotopi to the identity x 0 and
whose derivative at 0 is a rotation, the angle of this rotation is invariant
by topologial onjugation. This result of Nashul
′
was generalized in many
diretions (see [GP95℄, [GLP96℄ and [Pon12℄). For example in [GP95℄ J.-M.
Gambaudo and E. Péou onsidered dieomorphisms in Rn+2, whih possess
an invariant n-dimensional torus Tn whose dynamis restrited to the torus
is topologially onjugate to an irrational rotation. They dened a rotation
number, and proved that this number is invariant by topologial onjugation
among volume-preserving maps. In the rst part of the seond hapter of
this thesis, we propose to introdue a notion of loal rotation set for loal
homeomorphisms, whih preserve a ompat sub-manifold of odimension 2
whose normal bundle is trivial. Using this set, we will dedue a result whih
generalizes the above mentioned works.
In [Rue85℄ D. Ruelle onsidered measure preserving dieomorphisms of a
surfae whose tangent bundle is trivial. He assoiated to them a real number
alled the Ruelle invariant. The onstrutions made in this thesis will permit
us to see this number as a loal rotation set over a measure. The invariane
by topologial onjugation of this set will us permit, at the end of the seond
hapter, to prove the following result due to J.-M- Gambaudo and E. Ghys:





be the set of all homeomorphisms of the plane isotopi
to the identity and whih x 0. Reently in [LeR13℄ F. Le Roux gave the





from the identity to a homeomorphism f and he asked if this
set is always an interval. In the third hapter of this thesis we give a positive
answers to this question and to the analogous question in the ase of the open
annulus.
Keywords: Dynamial systems, surfae, homeomorphism, rotation set,
xed point, loal dynamis.
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